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Введение

Численные методы являются важным инструментом в математическом моделиро-
вании различных процессов. Они дают возможность получить приближенное реше-
ния любого модельного уравнения, а численный алгоритм можно легко реализовать
на ЭВМ. Например, как правило, не всегда удается получить аналитическое реше-
ние для линейного обыкновенного дифференциального уравнения с непостоянными
коэффициентами и поэтому невозможно для него получить семейство расчетных
кривых.

В этой работе мы рассмотрим один из численных методов – конечно-разностные
схемы для решения фрактального или эредитарного осциллятора, рассмотренного
в работах автора [1, 2]. Линейные эредитарные осцилляторы можно представить
в виде осцилляционного уравнения с операторами дробного дифференцирования
Герасимова-Капуто порядков 1 < β < 2 и 0 < γ < 1 с коэффициентом трения λ и
внешним воздействием f (t):

∂
β

0tx(τ)+∂
γ

0tx(τ)+A(t)x(t) = f (t) ,x(0) = x0, ẋ(0) = y0, (1)

где ∂ α
0t x(τ) =

1
Γ(n−α)

t∫
0

x(n) (τ)dτ

(x− τ)α−n+1 ,n < α < n+ 1 — оператор Герасимова-Капуто;

A(t) — некоторая известная функция, которая определяет вид линейного эредитар-
ного осциллятора.

В работах [3, 4] были предложены некоторые конечно-разностные схемы для ре-
шения линейных и нелинейных фрактальных осцилляционных уравнений. Можно
отметить, что построение таких разностных схем было основано на аппроксима-
ции дробной производной Римана-Лиувилля, дискретной производной Грюнвальда-
Летникова [5].

Другой класс явных конечно-разностных схем, можно построить, если учесть, что
дробные управляющие параметры, порядки дробных производных, которые входят в
исходное уравнение, являются функциями от времени. Уравнение (1) в этом случае
имеет вид:

∂
β (t)
0t x(τ)+∂

γ(t)
0t x(τ)+A(t)x(t) = f (t) ,x(0) = x0, ẋ(0) = y0, (2)

Дифференциальные уравнения с производными переменного дробного порядка
встречаются в различных приложениях [6, 7, 8, 9].

Для определенности будем считать в уравнении (2) A(t) = ωβ (t).

Постановка задачи и метод его решения

Фрактальный осциллятор с переменными дробными порядками дается следую-
щим уравнением с начальными условиями:

∂
β (t)
0t x(τ)+∂

γ(t)
0t x(τ)+ω

β (t)x(t) = f (t) ,x(0) = x0, ẋ(0) = y0, (3)

Уравнение (3) характеризует фрактальный осциллятор, частный случай которого
рассмотрен в работе [10]. Производные дробного переменного порядка в уравнении
(3) можно аппроксимировать следующим образом [11]:

∂
β (t)
0t x(η)≈ τ−β j

Γ
(
3−β j

) j−1

∑
k=0

[
(k+1)2−β j − k2−β j

](
x j−k+1−2x j−k + x j−k−1

)
, (4)
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∂
γ(t)
0t x(η)≈ τ−γ j

Γ
(
2− γ j

) j−1

∑
k=0

[
(k+1)1−γ j − k2−γ j

](
x j−k+1− x j−k

)
.

Также справедливо другое представление [11]:

∂
β (t)
0t x(η)≈

j−1

∑
k=0

τ−βk

Γ(3−βk)

[
(k+1)2−β j − k2−β j

](
x j−k+1−2x j−k + x j−k−1

)
, (5)

∂
γ(t)
0t x(η)≈

j−1

∑
k=0

τ−γk

Γ(2− γk)

[
(k+1)1−γ j − k1−γ j

](
x j−k+1− x j−k

)
.

Подставляя в уравнение (3) аппроксимации (4) и (5), получим две явные конечно-
разностные схемы. Первая схема:

x1 = A0x0 + f0, j = 0,

x j+1 = A jx j−B jx j−1−B j

j−1

∑
k=1

p j
k

(
x j−k+1−2x j−k + x j−k−1

)
− (6)

−C j

j−1

∑
k=1

q j
k

(
x j−k+1− x j−k

)
+ f j+1,

A j =
2A j

1 +B j
1−ωβ j

A j
1 +B j

1

,B j =
A j

1

A j
1 +B j

1

,C j =
B j

1

A j
1 +B j

1

,

A j
1 =

τ−β j

Γ
(
3−β j

) ,B j
1 =

λτ−γ j

Γ
(
2− γ j

) ,
p j

k = (k+1)2−β j − k2−β j ,q j
k = (k+1)1−γ j − k1−γ j , j = 1, ...,N−1.

, а вторая схема:
x1 = A0x0 + f0, j = 0,

x j+1 = A jx j−Bx j−1−C
j−1

∑
k=1

τ−βk

Γ(3−βk)
p j

k

(
x j−k+1−2x j−k + x j−k−1

)
− (7)

−D
j−1

∑
k=1

λτ−γk

Γ(2− γk)
q j

k

(
x j−k+1− x j−k

)
+ f j+1,

A j =
2A0 +B0−ωβ j

A0 +B0
,B =

A0

A0 +B0
,C = D =

1
A0 +B0

,

A0 =
τ−β0

Γ(3−β0)
,B0 =

λτ−γ0

Γ(2− γ0)
,

p j
k = (k+1)2−β j − k2−β j ,q j

k = (k+1)1−γ j − k1−γ j , j = 1, ...,N−1.

Заметим, что согласно второму начальному условию из (3): x1 = τy0+x0. Поэтому
мы это условие будем учитывать при численном моделировании.
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Аппроксимация, устойчивость и сходимость явных

конечно-разностных схем

В этом разделе рассмотрим вопросы аппроксимации, устойчивости и сходимости
явных конечно-разностных схем (6) и (7). Сначала отметим свойства коэффициентов,
входящих в эти схемы.

ЛЕММА. Коэффициенты для явных разностных схем (6) и (7) обладают следу-
ющими свойствами:

1) 0 < B j,C j,B,C,D, p j
k,q

j
k < 1;

2) A,A0,B0,A1,B1,A j,A
j
1,ω

β j ,B j
1 > 0.

Рассмотрим структуру явной конечно-разностной схемы (6), которую можно пе-
реписать в матричном виде следующим образом:

M ·X = F, (8)

M =



1 0 0 0 . . .

ωβ0−2A0
1−B0

1 A0
1 +B0

1 0 0 . . .

A1
1 p1

0 ωβ1−2A1
1−B1

1 A1
1 +B1

1 0 . . .

A2
1 p2

1 A2
1
(
1−2p2

1
)
−B2

1q2
1 ωβ2 +A2

1
(

p2
1−2

)
+B2

1
(
q2

1−1
)

A2
1 +B2

1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 ,

X = [x0,τy0 + x0, . . . ,xN ]
T ,F = [ f0, f1, . . . , fN ]

T .

В силу Леммы диагональные элементы треугольной матрицы M положительны
(определитель больше нуля) и, следовательно она обратима. Поэтому матричное
уравнение (8) разрешимо и численное решение для уравнения (3) может быть полу-
чено. Аналогичные рассуждения справедливы и для явной конечно-разностной схемы
(7).

Далее перепишем схему (6) в виде:

x j+1 =
(
AA j−BB j−CC j

)
x j−D jx j−1− (9)

−B j

j−1

∑
k=2

p j
k

(
x j−k+1−2x j−k + x j−k−1

)
−C j

j−1

∑
k=2

q j
k

(
x j−k+1− x j−k

)
+ f j,

где AA j = A j−B j p
j
1−C jq

j
1, BB j = p j

1B j, CC j = q j
1C j, D j = B j−2B j p

j
1−C jq

j
1.

Следуя методике работы [12], введем ошибку, как разность: ε j+1 = x j+1− x̄ j+1, где
x̄ j+1 – точное значение решения x(t) в точке t = t j+1, которую подставим в уравнение
(9). Ошибка будет удовлетворят следующему неравенству:

|ε j+1| ≤ |AA j−BB j−CC j||ε j|. (10)

Следуя методике работы [12], введем ошибку, как разность: ε j+1 = x j+1− x̄ j+1, где
x̄ j+1 – точное значение решения x(t) в точке t = t j+1, которую подставим в уравнение
(9). Ошибка будет удовлетворят следующему неравенству:

|ε j+1| ≤ |AA j−BB j−CC j||ε j|. (11)
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Сформулируем следующую теорему.
Теорема 1. Явная конечно-разностная схема (6) устойчива, если выполняется

условие:
A j

1 ≤ ω
β j ≤ A j

1

(
3− p j

1

)
+B j

1

(
2−q j

1

)
. (12)

Доказательство. Перепишем условие (11) в виде:

|ε j+1| ≤
∣∣∣2A j

1 +B j
1−ωβ j −A j

1 p j
1−B j

1q j
1

A j
1 +B j

1

∣∣∣|ε j|. (13)

Очевидно, что в случае A j
1−ωβ j ≤ 0 с учетом Леммы выполняется условие:

2A j
1 +B j

1−ωβ j −A j
1 p j

1−B j
1q j

1

A j
1 +B j

1

≤ 1.

С другой стороны условие

2A j
1 +B j

1−ωβ j −A j
1 p j

1−B j
1q j

1

A j
1 +B j

1

≥−1

может быть выполнено при условии:

ω
β j ≤ A j

1

(
3− p j

1

)
+B j

1

(
2−q j

1

)
.

Поэтому согласно (12) мы имеем:∣∣∣2A j
1 +B j

1−ωβ j −A j
1 p j

1−B j
1q j

1

A j
1 +B j

1

∣∣∣≤ 1

Следовательно ошибка ограничена и с уменьшением шага τ выполняется условие:
ε j+1→ 0 при j→ ∞.
�
Аналогично можно сформулировать теорему для явной конечно-разностной (7).
Теорема 2. Явная конечно-разностная схема (7) является устойчивой, если

выполняется условие:

A0 ≤ ω
β j ≤ 3A0 +2B0−A1 p j

1−B1q j
1, (14)

где A1 =
τ−β1

Γ(3−β1)
,B1 =

λτ−γ1

Γ(2− γ1)
.

Доказательство этой теоремы проводится аналогично с учетом Леммы.
Сходимость явных конечно-разностных схем связана с аппроксимацией операто-

ров дробного дифференцирования Герасимова-Капуто из которой следует, что ап-
проксимация во внутренних узловых точках имеет второй порядок, однако в общем
порядок схемы понижается до первого за счет аппроксимации в граничных точках.
Поэтому можно сделать вывод о том, что численное решение аппроксимирует точное
решение с первым порядком аппроксимации.

Сходимость явных схем (6) и (7) с учетом их устойчивости по теоремам 1 и 2
следует из теоремы Лакса-Рихтмайера [13], согласно которой, существует сходимость
первого порядка численного решения к точному. Действительно, можно показать, что
выполняется неравенство |x

(
t j
)
− x j| ≤Cτ, где C – произвольная константа, которая

не зависит от шага τ.
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Результаты моделирования

Для решения вопросов аппроксимации, устойчивости и сходимости явных схем
(6) и (7), рассмотрим следующую задачу Коши:

∂
β (t)
0t x(τ)+λ∂

γ(t)
0t x(τ)+ω

β (t)x(t) =
2t2−β (t)

Γ(3−β (t))
+

2λ t2−γ(t)

Γ(3− γ (t))
+ω

β (t)t2, (15)

с однородными начальными условиями x(0) = ẋ(0) = 0 и правой частью:

f (t) =
2t2−β (t)

Γ(3−β (t))
+

2λ t2−γ(t)

Γ(3− γ (t))
+ω

β (t)t2

Задача (15) имеет точное решение:

x(t) = t2. (16)

Рассмотрим численное решение задачи (15), полученное по явным конечно-разностным

схемам (6) и (7) с учетом следующих управляющих параметров: β (t)= 1.8− 0.5t
T

,γ (t)=

0.8− 0.3t
T

, t ∈ (0,T ) ,T = 1000,N = 2000,τ = 0.5,λ = 0.02,ω = 1, t j = jτ, j = 0, · · · ,N−1.

Результаты моделирования приведены на рис.1 и в табл. 1.

Рис. 1. Расчетные конечно-разностные явные схемы: 1 - схема (6); 2 - схема (7)

Таблица 1

Сходимость явных схем (6) и (7)
t Точное решение Ошибка для (6) Ошибка для (7)

0.05 0.0025 0.0425 0.0425
0.1 0.01 0.084 0.084
0.15 0.0225 0.119 0.12
0.2 0.04 0.15 0.152
0.25 0.0625 0.175 0.18
0.3 0.09 0.19 0.2
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Из табл. 1 следует, что численные решения, полученные по явным схемам (6) и
(7) достаточно хорошо аппроксимируют точное решение (16). Так же можно отме-
тить, что первая конечно-разностная явная схема (6) несколько лучше аппроксими-
рует точное решение, чем вторая явная схема (7), что показано на рис. 1. Поэтому
отметим, что расчеты по формулам (6) и (7), можно считать схожими.

Можно так же отметить, что при уменьшении шага дискретизации τ абсолютные
ошибки для схем (6) и (7) стремятся к нулю. Действительно результаты моделиро-
вания приведены в табл. (2).

Таблица 2

Сходимость явных схем (6) и (7)
τ Точное решение Ошибка для (6) Ошибка для (7)

0.05 0.0025 0.0425 0.0425
0.025 0.000625 0.0218 0.0218
0.0125 0.00015 0.011 0.011
0.00625 0.00007 0.0074 0.0074

Заметим, что в этом примере аппроксимация имеет первый порядок. Действи-
тельно по определению аппроксимация p-го порядка характеризуется неравенством
|ε j|= |x

(
t j
)
− x j| ≤Cτ p, где C – произвольная константа, которая не зависит от шага

τ. Прологарифмировав это неравенство приходим к соотношению: ln |ε j| ≤ lnC+ p lnτ.
Построив график прямой в двойном логарифмическом масштабе, определим порядок
аппроксимации p как угол ее наклона (рис. 2).

Рис. 2. Порядок аппроксимации явных конечно-разностных схем: a) – схема (6); б)–
схема (7)

Из рис.2 видно, что порядок аппроксимации для первой схемы (6) p = 1.065, а
для второй схемы (7) – p = 1.038.
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Заключение

В этой работе для фрактального осциллятора с переменными дробными поряд-
ками были построены две явные конечно-разностные схемы, которые условно устой-
чивы, аппроксимируют и сходятся к точному решению с первым порядком. Порядок
аппроксимации можно увеличить до второго, если должным образом аппроксимиро-
вать начальные условия.

Результаты моделирования на конкретном примере показали, что расчеты по фор-
мулам (6) и (7), можно считать примерно схожими и следовательно их можно ис-
пользовать в моделировании колебательных систем.
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