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Введение

Развитие уравнений в частных производных обусловлено широких кругом при-
кладных задач в физике, экономике, биологии и в других науках. В рамках теории
уравнений математической физики как дисциплины, читаемой в магистратуре, боль-
шой интерес представляют уравнения смешанного типа. Такие уравнения могут быть
использованы при описании различных физических процессов от пространственных
околозвуковых течений идеального политропного газа, гидродинамических течений
с переходом через скорость звука до бесконечно малых изгибаний поверхностей.

Уравнения смешанного типа рассматриваются в разных областях с границей (ли-
нией вырождения). На этой границе задаются условия сопряжения или склеивания.

Впервые на необходимость рассмотрения задач сопряжения, когда на одной ча-
сти области задано параболическое уравнение, на другой - гиперболическое, было
указано в 1959 г. И.М. Гельфандом [1]. Он рассматривает пример, связанный с дви-
жением газа в канале, окруженном пористой средой, при этом в канале движение
газа описывается волновым уравнением, вне его – уравнением диффузии. Затем Г.М.
Стручина [2], Я.С. Уфлянд [3], Л.A. Золина [4] показали другие применения этих
задач. Так, например, Я.С. Уфлянд задачу о распространении электрических колеба-
ний в составных линиях, когда на участке полубесконечной линии пренебрегается
потерями, а остальная часть линии рассматривается как кабель без утечки.

Математический аппарат уравнений параболо-гиперболического типа описан в
работах [5]-[6]. В настоящей работе предложена методика изучения краевых задач
для уравнения параболо-гиперболического типа.

Постановка задачи

Рассмотрим в области D уравнение(
a

∂

∂x
+b

∂

∂y
+ c
)
(Lu) = 0, (1)

где a,b,c ∈ R, Lu≡
{

L1u≡ uxx−uy D1,
Liu≡ uxx−uyy Di (i = 2, 3) ,

D = D1∪D2∪D3∪ J1∪ J2, D1 =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y≤ 1

}
,

D2 =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, x−1 < y < 0

}
,AB =

{
(x, y) ∈ R2 : y = 0, 0 < x < 1

}
,

D3 =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < y < 1, y−1 < x < 0

}
, AA0 =

{
(x, y) ∈ R2 : x = 0, 0 < y < 1

}
,

то есть D− вогнутая шестиугольная область с вершинами в точках

A(0,0) ,C (0,−1) ,B(1,0) ,B0 (1,1) ,A0 (0,1) ,D(−1,0) .

Области D2 и D3 разделим по две части каждой с помощью отрезка

E1E2 =

{
(x, y) ∈ R2 : y =−x, −1

2
< x <

1
2

}
.

Тогда эти области можно записать в виде
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D2 = D21∪D22∪AE1,D3 = D31∪D32∪AE2

где

D21 =

{
(x, y) ∈ R2 : −1

2
< y < 0, −y < x < y+1

}
,

D22 =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x <

1
2
, x−1 < y <−x

}
,

D31 =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 < y <

1
2
, y−1 < x <−y

}
,

AE1 =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x <

1
2
, y =−x

}
,

D32 =

{
(x, y) ∈ R2 : −1

2
< x < 0, −x < y < x+1

}
,

AE2 =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 < y <

1
2
, x =−y

}
,

, а E1
(1

2 , −
1
2

)
, E2

(
−1

2 ,
1
2

)
.

Теперь переходим к постановке краевой задачи для уравнения (1). Перед тем, как
приступить к постановке задачи запишем все краевые условия и условия склеивания
на линиях изменения типа, которые воспользуются при постановке задачи.

Краевые условия:
u(1, y) = ϕ1 (y) ,0≤ y≤ 1, (2)

ux (1, y) = ϕ2 (y) ,0≤ y≤ 1, (3)

u|BC = ψ1 (x) ,0≤ x≤ 1, (4)

u|BE1
= ψ1 (x) ,

1
2
≤ x≤ 1, (5)

u(x, 0) = f1 (x) ,−1≤ x≤ 0, (6)

uy (x, 0) = f2 (x) ,−1≤ x≤ 0, (7)

uyy (x, 0) = f3 (x) ,−1≤ x≤ 0, (8)

∂u
∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ2 (x) ,0≤ x≤ 1, (9)

∂u
∂n

∣∣∣∣
A0D

= ψ4 (y) ,0≤ y≤ 1, (10)

∂u
∂n

∣∣∣∣
E2D

= ψ4 (y) ,0≤ y≤ 1, (11)
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u(0, y) = ϕ3 (y) ,−1≤ y≤ 0, (12)

ux (0, y) = ϕ4 (y) ,−1≤ y≤ 0, (13)

uxx (0, y) = ϕ5 (y) ,−
b
a
≤ y≤ 0, (14)

uxx (0, y) = ϕ5 (y) ,−1≤ y≤ 0. (15)

Условия склеивания на линиях изменения типа:

u(x, −0) = u(x,+0) ,0≤ x≤ 1, (16)

uy (x, −0) = uy (x, +0) ,0≤ x≤ 1, (17)

uyy (x, −0) = uyy (x, +0) ,0≤ x≤ 1, (18)

u(−0, y) = u(+0, y) ,0≤ y≤ 1, (19)

ux (−0, y) = ux (+0, y) ,0≤ y≤ 1, (20)

uxx (−0, y) = uxx (+0, y) ,0≤ y≤ 1, (21)

где ϕi
(
i = 1,5

)
, ψ j ( j = 1,2, 4) , fk (k = 1,2, 3) – заданные достаточно гладкие функ-

ции, n – внутренняя нормаль к прямым x− y = 1 и x− y =−1.

В зависимости от коэффициентов a и b, т.е. от углового коэффициента γ =
b
a

характеристик bx−ay = const оператора a
∂

∂x
+b

∂

∂y
уравнения (1) ставятся различные

краевые задачи. Приступим к постановке краевой задачи для уравнения (1).
ЗадачаТребуется найти функцию u(x, y), удовлетворяющую следующим усло-

виям:
Таблица

Классификация краевых задач

Случаи Краевые условия Условия склеивания
1o. a = 0, b 6= 0 (γ = ∞) (2), (4), (6), (7), (9), (10) (16) – (20)
2o. a 6= 0, b = 0 (γ = 0) (2), (4), (6), (7), (9), (10) (16), (17), (19) – 18)
3o. 0 < γ < 1 (2), (5), (6) – (10), (12), (14) (16) – (21)
4o. γ = 1 (2), (6) – (8), (12), (13), (15) (16) – (21)
5o. 1 < γ <+∞ (2), (5), (6) – (9), (12), (15) (16) – (21)
6o. −∞ < γ <−1 (2) – (4), (6), (7), (9), (10) или

(2) – (4), (6), (7), (9), (11)
(16) – (20) или
(16) – (21)

7o. −1≤ γ < 0 (2) – (4), (6), (7), (9), (10) (16) – (20)
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1) непрерывна в замкнутой области D;
2) удовлетворяет уравнению (1) в каждой из областей Di (i = 1, 2, 3);
3) удовлетворяет следующим краевым условиям и непрерывным условиям скле-

ивания на линии изменения типа:
Мы здесь будем указать идею решения поставленной задачи лишь в случае 1o. В
этом случае уравнение (1) имеет вид:(

b
∂

∂y
+ c
)
(Lu) = 0.

Это уравнение можно привести к уравнению второго порядка с неизвестной правой

частью следующим образом: введя обозначение Lu = v, получим уравнение b
∂v
∂y

+

cv = 0. Общее решение последнего уравнения имеет вид: v = ω (x)exp
(
−c

b
y
)
. Тогда

получим Lui = ωi (x)exp
(
−c

b
y
)
, где введено обозначение:

u(x, y) = ui (x, y) , (x, y) ∈ Di (i = 1, 2, 3) . (22)

Последнее уравнение можно записать в виде:

u1xx−u1y = ω1 (x)exp
(
−c

b
y
)
, (23)

uixx−uiyy = ωi (x)exp
(
−c

b
y
)
(i = 2, 3) , (24)

где ωi (x) (i = 1, 2, 3) − произвольные достаточно гладкие функции, подлежащие
определению.

В уравнении (24) (i = 2) введем обозначения:

u2 (x, y) = u2k (x, y) , ω2 (x) = ω2k (x) (x, y) ∈ D2k (k = 1, 2) .

Тогда уравнение (24) имеет вид:

u2kxx−u2kyy = ω2k (x)exp
(
−c

b
y
)
(k = 1, 2) . (25)

После обозначения (22) условия склеивания (16) - (21) переходят к виду

u2 (x, 0) = u1 (x,+0) = τ1 (x) ,0≤ x≤ 1, (26)

u2y (x, 0) = u1y (x, 0) = ν1 (x) ,0≤ x≤ 1, (27)

u2yy (x, 0) = u1yy (x, 0) = µ1 (x) ,0≤ x≤ 1, (28)

u3 (0, y) = u1 (0, y) = τ2 (y) ,0≤ y≤ 1, (29)

u3x (0, y) = u1x (0, y) = ν2 (y) ,0≤ y≤ 1, (30)
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u3xx (0, y) = u3xx (0, y) = µ2 (y) ,0≤ y≤ 1, (31)

Здесь τ1, ν1, τ2, ν2, µ1, µ2 – неизвестные пока достаточно гладкие функции, подле-
жащие определению, кроме того выполняются следующие условия согласования:
τ1 (0) = τ2 (0) = f1 (0) ,ν1 (0) = τ ′2 (0) = f2 (0) , τ1 (1) = ϕ1 (0).

Сначала поставленную задачу будем исследовать в области D2.
Записывая решение уравнения (25) (k = 1), удовлетворяющее условиям (26), (27)

и подставляя это решение в (9), находим неизвестную функцию ω21 (x) в промежутке
1
2
≤ x≤ 1.

Затем введя обозначения:

u22 (0, y) = τ3 (y) , u22x (0, y) = ν3 (y) (−1≤ y≤ 0) ,

где τ3 (y) ,ν3 (y) – неизвестные пока функции, подлежащие определению и записы-
вая решение уравнения (25) (k = 2), удовлетворяющее этим условиям и подставляя

это решение в условие (9), находим неизвестную функцию ω22 (x) при 0 ≤ x ≤ 1
2
.

Используем условие: (
∂u21

∂x
+

∂u21

∂y

)∣∣∣∣
AE1

=

(
∂u22

∂x
+

∂u22

∂y

)∣∣∣∣
AE1

,

находим неизвестную функцию ω21 (x) в промежутке 0≤ x≤ 1
2 .

Подставляя решение уравнения (25) при k = 1 в (4) после некоторых выкладок,
получим первое соотношение между неизвестными функциями τ1 (x) и ν1 (x):

τ
′
1 (x)+ν1 (x) = α (x) , 0≤ x≤ 1, (32)

где α (x) − известная функция.
После этого записывая уравнение (1) в области D1 в виде

bu1xxy + cu1xx−bu1yy− cu1y = 0

и переходя в этом уравнении к пределу, при y→ 0 с учетом условий (26)-(28), имеем
второе соотношение между неизвестными функциями τ1 (x), ν1 (x) и µ1 (x):

bν
′′
1 (x)+ cτ

′′
1 (x)−bµ1 (x)− cν1 (x) = 0. (33)

Теперь переходя в уравнении (25) (k = 1) к пределу в промежутке y→ 0, получим
третье соотношение между этими неизвестными функциями:

τ
′′
1 (x)−µ1 (x) = ω21 (x) . (34)

Исключая из системы (32), (33), (34) функции ν1 (x) и µ1 (x) после некоторых вы-
кладок, мы приходим к дифференциальному уравнению относительно τ1 (x). Решая
это уравнение при условиях τ1 (0) = f1 (0) , τ ′1 (0) = f ′1 (0) , τ1 (1) = ψ1 (1) , мы находим
неизвестную функцию τ1 (x) и тем самым – функции ν1 (x), u21 (x, y) в D21.

Воспользуясь условиям u22 (x,−x)= u21 (x,−x) и (4), мы получим две соотношения
между неизвестными функциями τ3 (x) и ν3 (x), из которых находим эти функции.

12
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Тем самым – и функцию u22 (x, y) в D22. Таким образом, мы нашли функцию u2 (x, y)
в области D2 единственным образом.

Переходим в область D3. Аналогично, как и в области D2, определяются неиз-
вестные функции ω31 (x) и ω32 (x).

В области D3 из формулы решения при x→ 0 мы получим первое соотношение
между неизвестными функциями τ2 (y) и ν2 (y).

Переходим в область D1. Запишем решение уравнения (23), удовлетворяющее
условиям (2), (26), (29). Дифференцируем это решение по x. Затем в полученном
равенстве полагаем x→ 0, тогда в силу условия (30), получим второе соотноше-
ние между функциями τ2 (y) и ν2 (y). Исключаем из полученных двух соотношений
функцию ν2 (y), тогда мы приходим к интегральному уравнению Вольтерра второго
рода относительно функции τ ′2 (y). Ядро этого уравнения имеет слабую особенность,
а правая часть непрерывна. Поэтому это уравнение допускает единственное решение
из класса непрерывных функций. Решая это уравнение, находим функцию τ ′2 (y) и
тем самым – функции τ2 (y), ν2 (y), u1 (x, y) и u2 (x, y).

Заключение

Таким образом, мы нашли единственное решение поставленной задачи 1 в случае
1 o. Аналогично исследуются остальные случаи. При решении поставленной задачи
1 применяются методы дифференциальных и интегральных уравнений.

В работах [5]-[6] рассмотрен ряд краевых задач для таких уравнений.
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