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Рассматривается задача теории потенциала, описываемая уравнением Лапласа ∆u = 0. В
работе предложен алгоритм решения задачи потенциала, основанный на методе гранич-
ных элементов. Рассмотрены примеры решения задачи Дирихле для круговой области,
для куба и решения задачи для куба со смешанными граничными условиями. Прово-
дится сравнение решений, полученными численно-аналитическим методом граничных
элементов с аналитическими решениями и решениями, полученными численным инте-
грированием по граничным элементам.
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Введение

Многие физические задачи: гидравлики, электростатики, установившейся теп-
лопроводности и фильтрации, равновесной диффузии сводятся к решению задачи
потенциала. Как правило, они решаются численно с помощью сеточных методов,
которые приводят к достаточно трудоемкому и не всегда корректному счету. По-
этому актуально повышение скорости и точности решения. Одно из направлений
повышения скорости вычислений – уменьшение размерности системы разрешающих
уравнений. Использование метода граничных элементов позволяет на единицу пони-
зить порядок системы. Другой путь повышения скорости и точности – максимально
возможное использование аналитических вычислений. В известных работах [1, 2, 4]
интегралы по граничным элементам берутся численно, с использованием квадра-
турных формул Гаусса. В трехмерном случае это плоские элементы, как правило,
треугольные. Поэтому другой путь повышения скорости и точности – максимально
возможное использование аналитических вычислений. Это позволяет получить точ-
ные значения интегралов по элементам и их предельные выражения. Такой подход
использовался для решения плоских параболических задач [5, 6] и плоских задач
теории упругости [7, 8].

Основное уравнение

Рассматривается задача теории потенциала, описываемая уравнением Лапласа:

∇
2
ju = 0 (1)

в области V с поверхностью Γ. На поверхности заданы граничные условия:

при x ∈ Γ1, u = u(x); (2)

при x ∈ Γ2, q = q(x), (3)

где Γ1 и Γ2 – части поверхности, Γ1
⋃

Γ2 = Γ, Γ1
⋂

Γ2 = 0, чертой отмечены за-
данные функции, q = ∂u/∂~n, ~n – вектор единичной нормали к поверхности, n j его
компоненты. Для решения используется известный подход взвешенных невязок [1]:∫

V

∇
2
ju(x)U

∗(ξ ,x)dVx +
∫
Γ1

(u−u)Q∗(ξ ,x)dΓx− (4)

−
∫
Γ2

(q−q)U∗(ξ ,x)dΓx = 0.

Здесь U∗(ξ ,x) – весовая функция, Q∗(ξ ,x) = ∂U∗(ξ ,x)/∂~n = n j∇ jU∗. Преобразуем
первое слагаемое в (4), взяв интеграл дважды по частям. Индекс x в dVx и dΓx
показывает, что интеграл берется по переменным x:∫

V

∇
2
ju(x)U

∗(ξ ,x)dVx =
∫
V

(
∇ ju(x)U∗(ξ ,x)

)
, j dVx−

∫
V

∇ ju(x)∇ jU∗(ξ ,x)dVx.

К первому слагаемому правой части применим формулу Гаусса – Остроградского, а
интеграл по объему снова проинтегрируем по частям:∫

Γ

∇ ju(x)n jU∗(ξ ,x)dVx−
∫
V

∇ ju(x)∇ jU∗(ξ ,x)dVx =
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=
∫
Γ

q(x)U∗(ξ ,x)dΓx−
∫
V

(
u(x)∇ jU∗(ξ ,x)

)
, j dVx +

∫
V

u(x)∇2
jU
∗(ξ ,x)dVx.

Применяя ко второму слагаемому формулу Гаусса – Остроградского получим выра-
жение: ∫

Γ

q(x)U∗(ξ ,x)dΓx−
∫
Γ

u(x)Q∗(ξ ,x)dΓx +
∫
V

u(x)∇2
jU
∗(ξ ,x)dVx.

После подстановки в (4) получим:∫
V

u(x)∇2
jU
∗(ξ ,x)dVx−

∫
Γ1

q(x)U∗(ξ ,x)dΓx (5)

+
∫
Γ2

q(x)U∗(ξ ,x)dΓx +
∫
Γ2

u(x)Q∗(ξ ,x)dΓx−
∫
Γ1

u(x)Q∗(ξ ,x)dΓx = 0.

Выберем весовую функцию, удовлетворяющую уравнению

∇
2
jU
∗ =−2απδ (ξ ,x),

где δ (ξ ,x) – дельта-функция Дирака, для плоских задач α = 1, для трехмерных
α = 2. Решение этого уравнения в случае трехмерных задач имеет вид:

U∗(ξ ,x) =
1

4πr(ξ ,x)
,

где r =
√

(ξ1− x1)2 +(ξ2− x2)2 +(ξ3− x3)2 в плоском случае

U∗(ξ ,x) =− 1
2π

lnr(ξ ,x),

r =
√

(ξ1− x1)2 +(ξ2− x2)2 . В результате подстановки в (5) получим граничное ин-
тегральное уравнение [1]:

u(ξ ) =
∫
Γ

Q∗(ξ ,x)u(x)dΓx−
∫
Γ

U∗(ξ ,x)q(x)dΓx. (6)

Здесь интегралы берутся по всей поверхности, включая области, где граничные усло-
вия известны и неизвестны.

Согласно методу граничных элементов, разобьем границу на элементов. Удобнее
использовать треугольные элементы, а в плоском случае отрезки прямых. Для ап-
проксимации неизвестных функций выберем наиболее простой вариант – потенциал
u(x) и поток q(x) на элементе постоянны. Будем считать, что эти значения соответ-
ствуют узлу ξk элемента и равны uk и qk соответственно. В качестве узла ξk выберем
середину элемента, в трехмерном случае точку пресечения медиан треугольника, а
в плоском – середину отрезка. Положим, что поверхность Γ1 содержит N элементов,
которые обозначим Γ(1),Γ(2), . . .Γ(N) а поверхность Γ2 – M элементов, которые обо-
значим Γ(N+1),Γ(N+2), . . .Γ(N+M), N +M = n. Для узла ξp, лежащего на элементе Γ(p)

запишем:

1
2

up =
N

∑
r=1

qr

∫
Γ(r)

u∗(ξp,x)dΓx−ur

∫
Γ(r)

q∗(ξp,x)dΓx

+

+
N+M

∑
r=N+1

qr

∫
Γ(r)

u∗(ξp,x)dΓx−ur

∫
Γ(r)

q∗(ξp,x)dΓx

, p = 1,2 . . .N +M

(7)
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Уравнение (6) свелось к системе линейных уравнений (7).
Для решения задачи нужно вычислить интегралы:

Umn =
∫
Γn

u∗(ξm,x)dΓx,Qmn =
∫
Γn

q∗(ξm,x)dΓx. (8)

Интегралы (8) вычислены аналитически. В плоском случае эти интегралы представ-
ляют собой линейные комбинации выражений:

Q1 = ln
(
ξ

2
1 +ξ

2
2
)
, Q2 = ln

(
(ξ1−L)2 +ξ

2
2

)
,

Q3 = arctan
(

ξ1

ξ2

)
, Q4 = arctan

(
ξ1−L

ξ2

)
.

(9)

Здесь L – длина отрезка. Как видно из приведенных выражений, интегралы зави-
сят от логарифмов расстояний от точки ξ до концов элемента и от углов между
элементом и направлением на точку ξ .

Пример 1

Стационарная тепловая задача для круговой области при заданных на границе
значениях температуры (задача Дирихле для уравнения Лапласа в круге).

Рассмотрим задачу определения температуры в круговой области с радиусом R
при заданных на границе значениях температуры:

k∆u = 0,0≤ ϕ ≤ 2π,0≤ r ≤ R,

u = 1+ sinϕ +
1
2

sin3ϕ + cos4ϕ,0≤ ϕ ≤ 2π, r = R.

Задача имеет аналитическое решение

u = 1+ r sinϕ +
r3

2
sin3ϕ + r4 cos4ϕ.

Для сравнения найдем приближенное решение с помощью модифицированного
метода граничных элементов. Граница области – окружность радиуса R = 1 – при-
ближается ломаной, состоящей из n отрезков прямой одинаковой длины. Температу-
ра и поток полагаются постоянными на каждом отрезке. Чем больше n, тем точнее
будет приближение окружности ломанной. Результаты расчетов. На рис. 1 пред-
ставлены графики решений при различном числе узлов. Как видно из результатов
решений наблюдается очень быстрая численная сходимость метода, что объясняется
аналитическими вычислениями в основе общей процедуры счета, причем, уже при
разбиении на 32 граничных элемента отличия от аналитического решения практиче-
ски отсутствуют, что позволяет говорить о снижение порядка разрешающей системы
алгебраических уравнений.
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Рис. 1. Графики решений при различном числе узлов: n = 8 (а); n = 16 (b); n = 32
(c); для сравнения график аналитического решения (d)

Трехмерный случай

Для вычисления интегралов в трехмерном случае вершины элемента нумеруют-
ся так, чтобы обход со стороны внешней нормали поверхности был против часовой
стрелки. На каждом элементе вводится локальная система координат 0x1x2x3 . Си-
стему выбираем так, что начало o совпадает с третьей вершиной элемента. Ось ox3
параллельна внешней нормали поверхности и направлена в ту же сторону. Ось ox2
параллельна стороне, противоположной вершине треугольника. Ось ox1, соответ-
ственно перпендикулярна этой стороне (см. рис. 2). Координаты вершин элемента в

Рис. 2. Локальная система координат элемента

локальной системе координат равны (0,0), (h,k1h), (h,k2h), где k1 = tanϕ1, k2 = tanϕ2,
ϕ1, ϕ2 – углы, которые образуют стороны oa1 и oa2 элемента с осью. Такой вы-
бор системы координат обеспечивает определенную симметрию интегрируемых вы-
ражений. Координаты точки наблюдения в локальной системе координат элемента m
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обозначим (ζm1,ζm2,ζm3). Вычисляемые интегралы примут вид:

Umn =
∫

Γ(n)

1√
ζ 2

m3 +(x1−ζ 2
m1)

2 +(x2−ζ 2
m2)

2
dΓx,

Qmn =
∫

Γ(n)

1[
ζ 2

m3 +(x1−ζ 2
m1)

2 +(x2−ζ 2
m2)

2
]3/2 dΓx.

В результате перехода к повторным получим:

Umn =

h∫
0

k2x1∫
k1x1

1√
ζ 2

m3 +(x1−ζ 2
m1)

2 +(x2−ζ 2
m2)

2
dx2dx1. (10)

Qmn =

h∫
0

k2x1∫
k1x1

1[
ζ 2

m3 +(x1−ζ 2
m1)

2 +(x2−ζ 2
m2)

2
]3/2 dx2dx1. (11)

Интегралы (10, 11) после ряда замен приводятся к дробно-рациональным выраже-
ниям и интегрируются в элементарных функциях. Обозначим первообразную инте-
грала (10) через F1(c,ζ3,z,k), а интеграла (11) через F2(ζ1,zeta2,ζ3,z,k). Функция
F1(c,ζ3,z,k) представляет комбинацию функций задающими угол между элементом
и направлением на точку влияния и логарифм расстояния от узла элемента до точки
влияния типа (9). Для функции F2(ζ1,ζ2,ζ3,z,k) – комбинацию функций с анало-
гичными аргументами. Рассматриваются следующие взаимные положения точки ζ и
элемента:

1. Точка ζ лежит вне плоскости элемента. Тогда подынтегральные функции
непрерывны и интегралы (10, 11) непрерывные функции параметров – координат
точки ζ .

2. Точка ζ лежит на плоскости элемента, внутри или вне его. Пределы первооб-
разных соответственно равны:

F1(c,0,x,k) =−
2c ln

[√
z2 + c2− z

]
(√

1+ k2− k
)√

1+ k2
+

+

ck ln
[

c2 +
2(c−(k+

√
1+k2)z)(z−

√
z2+c2)√

1+k2

]
+ z ln

[
c−kz√
1+k2 +

√
z2 + c2

]
− z

√
1+ k2

,

F2(c,0,x,k) =
π

2

{
sign

[
c
(

k+
√

1+ k2
)
+ x−

√
c2 + x2

]
+

+sign
[
c
(√

1+ k2− k
)
− x+

√
c2 + x2

]}
.

Графики предельных функций F1 и F2 представлены на рис. 3a и 3b.
3. Точка лежит на границе элемента. Функции Qmn(ζ1,ζ2,0) имеют разрыв равный

2π, а функции Umn(ζ1,ζ2,ζ3) – устранимые разрывы.
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Рис. 3. Поверхости функций F1 и F2

Пример 2

Для оценки точности построенного метода решена задача Дирихле для уравне-
ния Лапласа в кубе. Заданы следующие граничные условия: поверхность Γ1 – вся
поверхность куба, поверхность Γ2 =�.

При
x1 =−0.5,−0.5≤ x2 ≤ 0.5,−0.5≤ x3 ≤ 0.5,u = 2;

x1 = 0.5,−0.5≤ x2 ≤ 0.5,−0.5≤ x3 ≤ 0.5,u = 1;

−0.5≤ x1 ≤ 0.5,x2±0.5,−0.5≤ x3 ≤ 0.5,u = 0;

−0.5≤ x1 ≤ 0.5,−0.5≤ x2 ≤ 0.5,x3±0.5,u = 0,

полученное численное решение сравнивалось с аналитическим, построенным в виде
ряда

u =
8

π2

∞

∑
k,m=1

(−1)k+m cosπ(2k−1)x2 cosπ(2m−1)x3

(2k−1)(2m−1)
× (12)

×(3cosh(c1mkx1)− sinh(c1mkx1)) ,

где c1mk = π
√
(2k−1)2 +(2m−1)2. На рис. 4a показано сравнение численного реше-

Рис. 4. Сравнение аналитического и приближенного решений

ния с аналитическим на прямой (−0.5,0,0)− (0.5,0,0). Сплошной линией выделено
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численное решение, пунктиром – аналитическое. На рис. 4b показана погрешность
численного решения вдоль той же прямой.

Было также построено решение методом граничных элементов с численным ин-
тегрированием по элементам. Сравнительные результаты представлены в таблице.

Таблица

Сравнение решений, полученных различными методами
x Аналитическое Численно- Решение по методу

решение аналитическое граничных элементов
решение

–0.375 1.43016 1.50863 1.34032
–0.250 0.96719 1.0412 0.801924
–0.125 0.65859 0.703483 0.484194

0.0 0.5 0.523011 0.337388
0.125 0.4721 0.487691 0.327176
0.250 0.56012 0.578455 0.440945
0.375 0.74827 0.763672 0.684603

Из приведенной таблицы и графиков видно, что погрешность численно-аналитического
решения не превышает 10 %. Погрешность численного решения существенно боль-
ше. Время счета численного решения примерно в 3 раза больше, чем численно-
аналитического.

Пример 3

Для этой же области решена задача для уравнения Лапласа с иными краевыми
условиями: поверхность Γ2 образована двумя квадратами:

x1 =−0.5,−0.5≤ x2 ≤ 0.5,−0.5≤ x3 ≤ 0.5,u = 2;

x1 = 0.5,−0.5≤ x2 ≤ 0.5,−0.5≤ x3 ≤ 0.5,u = 1;

поверхность Γ1:

−0.5≤ x1 ≤ 0.5,x2±0.5,−0.5≤ x3 ≤ 0.5,u = 0;

−0.5≤ x1 ≤ 0.5,−0.5≤ x2 ≤ 0.5,x3±0.5,u = 0.

Аналитическое решение при данных краевых условиях имеет вид:

u =− 4
π2

∞

∑
k,m=1

(−1)k+m cosπ(2k−1)x2 cosπ(2m−1)x3

(2k−1)(2m−1)
sinh(c1mkx1)

cosh(c1mkx1)
(13)

На рис. 5a показано сравнение численного решения с аналитическим на прямой
(–0.5, 0, 0) – (0.5, 0, 0). Сплошной линией выделено численное решение, пунктиром
– аналитическое. На рис. 5b показана погрешность численного решения вдоль той
же прямой.
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Рис. 5. Сравнение аналитического и приближенного решения

Заключение

В работе рассматривается применение модифицированного метода граничных эле-
ментов к некоторым задачам теории потенциала. В изложенном методе максимально
используются аналитические вычисления. Их результаты годятся для использования
в любых задачах теории потенциала. Основой метода является вычисление интегра-
лов по базовому элементу.

Приведенные примеры решения некоторых задач показывают, что используемый
метод позволяет получить достаточно высокую точность при небольшом числе эле-
ментов, а скорость вычислений больше, чем при использовании численных методов
интгрирования по элементам.
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