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КИРИШ (фалсафа доктори (PhD) диссертацияси аннотацияси) 

Диссертация ишининг долзарблиги ва зарурати. Жаҳон миқёсида 

олиб борилаётган кўплаб илмий-амалий тадқиқотлар Рикатти тенгламаси 

ёрдамида тўйинишли ва ноэластик гистерезисли муҳитлардаги тўлқин 

жараёнларни моделлаштириш, эпидемияни тўйиниш ва тушиш вақтини 

аниқлайдиган эпидемиологик-логистик моделларни қуриш масалаларига 

келтирилади. Тўйинишга эга бўлган жараёнлар ирсийлик (хотира ёки 

эредитарлик) эффектларига эга бўлиб, биология, экология, физика, механика, 

биотиббиёт каби соҳалардаги тадқиқотларда муҳим аҳамият касб этади. 

Хотира функцияларига эга интегро-дифференциал тенгламалар сейсмология, 

иқтисодий моделлар ва инқироз назарияси ҳамда эпидемиялогия каби 

соҳаларда учрайдиган масалаларнинг тадқиқот объекти ҳисобланади. Шу 

сабабли, каср тартибли Рикатти тенгламаси ечимини унинг чизиқсизлиги 

ҳисобига сонли таҳлил ёрдамида топиш, ўзгарувчан коэффициентли каср 

тартибли ҳосилали Рикатти тенгламаларига асосланган моделларни ечиш 

учун нолокал ошкормас чекли-айирмали схемани ишлаб чиқиш ва унинг 

яқинлашиши ҳамда турғунлигини аниқлаш амалий математика ва математик 

моделлаштириш соҳаларининг муҳим вазифаларидан бири бўлиб қолмоқда. 

Ҳозирги кунда жаҳонда каср тартибли Рикатти тенгламаси орқали 

ифодаланувчи жараёнлар ва уларнинг математик моделлари, Рикатти 

тенгламаси учун қўйилган чегаравий масалаларни ечишнинг чекли-айирмали 

схемалар, полиномлар ҳамда итерацион жараёнларга асосланган сонли 

усуллар кенг тадқиқ этилмоқда. Хотирали тебраниш системалари назарияси 

масалалари ва уларнинг ечиш усуллари сейсмалогия, геофизика ва 

геосферадаги жараёнларнинг математик моделларини сонли-аналитик тадқиқ 

этишда муҳим рол ўйнайди. Шунинг учун Рикатти тенгламасига ўзгарувчи 

каср тартибли ҳосилани киритиш ва уларнинг сонли ечимини топиш 

мақсадли илмий тадқиқотлардан ҳисобланади. 

Мамлакатимизда амалий тадбиққа эга бўлган фундаментал фанларга, 

хусусан геофизика, иқтисодиёт ва биология каби соҳаларда тўйинган 

муҳитлардаги жараёнларни математик моделлаштиришга катта эътибор 

қаратилмоқда. Хусусан, каср тартибли осциляторлар синфи учун математик 

моделлар ишлаб чиқиш, уларни ечиш учун самарали сонли усулларни ишлаб 

чиқиш бўйича салмоқли натижаларга эришилди. «Функционал анализ, 

алгебра, дифференциал тенгламалар, математик физика, математик 

моделлаштириш, ҳисоблаш математикаси ва дискрет математика, эҳтимоллар 

назарияси ва математик статистика»
1
 каби устувор йўналишлар бўйича 

ҳалкаро стандартлар даражасидаги илмий изланишлар олиб бориш ЎзР ФА 

В.И.Романовский номидаги Математика институти фаолиятининг асосий 

вазифаларидан бири ҳисобланади. Қарор ижросини таъминлашда квадратур 

ва интерполяцион формулалар ҳамда интерполяцион сплайн функцияларни 

қуриш, уларнинг хатоликларини баҳолаш муҳим аҳамиятга эга. 

                                           
1
 Ўзбекистон Республикаси Президентининг 2020 йил 7 майдаги “Математика соҳасидаги таълим сифатини 

ошириш ва илмий- тадқиқотларни ривожлантириш чора-тадбирлари тўғрисида”ги ПҚ-4708-сон қарори. 
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Ўзбекистон Республикаси Президентининг 2017 йил 7 февралдаги  

ПФ-4947-сон «Ўзбекистон Республикасини янада ривожлантириш бўйича 

ҳаракатлар стратегияси тўғрисида»ги, 2022 йил 28 январдаги ПФ-60 сонли 

«2022-2026 йилларга мўлжалланган Янги Ўзбекистоннинг тараққиёт 

стратегияси тўғрисида»ги фармонлари, 2017 йил 17 февралдаги ПҚ-2789-сон 

«Фанлар академияси фаолияти, илмий-тадқиқот ишларини ташкил этиш, 

бошқариш ва молиялаштиришни янада такомиллаштириш чора-тадбирлари 

тўғрисида»ги, 2017 йил 20 апрелдаги ПҚ-2909-сон «Олий таълим тизимини 

янада ривожлантириш чора-тадбирлари тўғрисида»ги, 2018 йил 27 апрелдаги 

ПҚ-3682-сон «Инновацион ғоялар, технологиялар ва лойиҳаларни амалиётга 

жорий қилиш тизимини янада такомиллаштириш чора-тадбирлари 

тўғрисида»ги, 2020 йил 7 майдаги ПҚ-4708-сон «Математика соҳасидаги 

таълим сифатини ошириш ва илмий-тадқиқотларни ривожлантириш чора-

тадбирлари тўғрисида»ги қарорлари ҳамда мазкур фаолиятга тегишли бошқа 

норматив-ҳуқуқий хужжатларда белгиланган вазифаларни амалга оширишда 

ушбу диссертация тадқиқоти муайян даражада хизмат қилади. 

Тадқиқотнинг республика фан ва технологиялари ривожланиши 

устувор йўналишларига боғлиқлиги. Мазкур тадқиқот Ўзбекистон 

республикаси фан ва технологиялари ривожланишининг IV. “Математика, 

механика ва информатика” устувор йўналиши ва Россия Федерацияси фан ва 

технологиялари ривожланишининг 3-банд “Математик моделлаштириш” 

устувор йўналиши доирасида бажарилган. 

Муаммонинг ўрганилганлик даражаси. Каср тартибли Рикатти 

тенгламасини тадқиқ қилиш бўйича дастлабки изланишлар 2000 йилларнинг 

бошларида пайдо бўлган. Масалан, 2006 йилда нашр қилинган Momani S., 

Shawagfeh N.муаллифлигидаги ишда Адомианнинг декомпозиция усули 

ёрдамида ўзгарувчан коэффициентли каср тартибли Рикатти тенгламаси 

ўрганилган. Мазкур ишда каср тартибли ҳосила Герасимов-Капуто 

маъносида тушунилган. 2008 йилда  Tan Y., Abbasbandy S. лар каср тартибли 

Рикатти тенгламасини тадқиқ қилиш учун гомотоп таҳлил усулини 

қўллаганлар. Кейинчалик 2010 йилда Jafari H., Tajadodi H. томонидан чоп 

этилган ишда ўзгарувчан коэффициентли каср тартибли Рикатти тенгламаси 

учун вариацион итерациялар усули таклиф қилинган, 2011 йилда эса Khan N. 

A., Ara A., Jamil M. лар янги гомотопик оғишлар усулини таклиф қилишган. 

Бу усуллар SweilamN. H., KhaderM. M., MahdyA.M.  ларнинг  2012 йилдаги 

илмий ишида ривожлантирилди. Бу ишда Капуто ҳосиласига ва ўзгармас 

коэффициентларга эга Рикатти  тенгламаси учун шу тенгламани ечишнинг 

баъзи сонли усуллари тавсифланган. Шуни таъкидлаш жоизки, Риман-

Лиувилл ҳосиласили каср тартибли Рикатти тенгламаси Merdan M. 

томонидан 2013 йилда тарқиқ қилинган, у каср тартибли вариацион 

инерациялар усулини таклиф қилган. 
Шу 2013 йилнинг ўзида Чебышев (Khader M. M., 2013), Лагерр (Khader 

M. M., Mahdy A. M., Mohamed E. S., 2014), Якоби (Ezz-Eldien S. S., 2018) 

нинг ортогонал полиномларига асосланган усуллар равожлана бошлади. Каср 

тартибли Рикатти тенгламасини ечишнинг гибрид усуллари: яриманалитик 
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усуллар (SalehiY., Darvishi M.T., 2016), гомотоп оғиш усулили Лаплас 

алмаштириши (Aminikhah H., Sheikhani A. H. R., Rezazadeh H., 2018), 

ошкормас гибрид усуллар (SyamM.I., etal., 2019) ишлаб чиқилмоқда. Каср 

тартибли ҳосилаларнинг турли таърифларига эга каср тартибли интеграллар 

ва ҳосилаларни сонли яқинлашишларига бағишланган иш (MinCai ва 

ChangpinLi, 2020) қизиқиш уйғотади. Мавжуд натижалар баъзи изоҳлар 

билан биргаликда амалиётчи-олимлар учун умумлаштирилган. 

Тадқиқот мавзуси бўйича адабиётлар таҳлили кўрсатдики, каср тартибли 

Рикатти тенгламаси учун турли сонли ечиш усуллари ишлаб чиқилган, бироқ 

чекли-айирмали схемаларга асосланган сонли усуллар ҳақида маълумот йўқ, 

моделлаштириш натижаларини тўйинишли жараёнлар учун олинган реал 

тажриба натижалари билан таққослаш қилинмаган. Бундан ташқари, 

ўзгарувчи каср тартибли ҳосилага эга Рикатти тенгламасини сонли ечишга 

ёндашишлар кам ўрганилган. Шунинг учун диссертация иши мазкур 

бўшлиқни бартараф қилишга – ўзгармас бўлмаган коэффициентли ва 

Герасимов-Капуто типидпгт ўзгарувчи каср тартибли ҳосилага эга Рикатти 

тенгламасини сонли тадқиқ қилишга бағишланган. 

Диссертация тадқиқотининг диссертация бажарилган олий таълим 

муассасасининг илмий-тадқиқот ишлари режалари билан боғлиқлиги. 
Диссертация тадқиқоти Ўзбекистон Миллий университети илмий-тадқиқот 

ишлари режасининг Ф-4-30-сонли “Икки марта ночизиқли кросс системанинг 

манба, конвектив кўчиш, ўзгарувчан зичлик, манба ёки ютиш таъсиридаги 

сифат хоссаларини тадқиқ килиш” фундаментал лойиҳаси ва Космофизик 

тадқиқотлар ва радиотўлқинлар тарқалиши институти илмий-тадқиқот 

ишлари режасининг РФФИ №19-31-50027мол_нр. “Эредитар Рикатти 

тенгламаси ёрдамида баъзи физик жараёнларни математик моделлаштириш” 

мавзуидаги грант лойиҳаси доирасида бажарилган. 

Тадқиқотнинг мақсади Рикатти тенгламаси асосида тўйинган 

жараёнларнинг математик моделини қуриш, сонли ечишнинг самарали 

усулларини ишлаб чиқишдан иборат.  

Тадқиқотнинг вазифалари: 

ўзгарувчан коэффициентли каср тартибли Рикатти тенгламаси асосида 

жараёнларнинг математик моделини қуриш; 

ўзгарувчан коэффициентли каср тартибли ҳосилага эга Рикатти 

тенгламаларига асосланган моделларни ечиш учун нолокал ошкормас чекли-

айирмали схемаларни ишлаб чиқиш ва унинг яқинлашиши ҳамда 

турғунлигини исботлаш; 

ўзгарувчан коэффициентли каср тартибли ҳосилага эга Рикатти 

тенгламаларига асосланган математик моделлар учун Ньютоннинг 

модификацияланган итерацион усули асосида сонли ечиш алгоритмини 

қуриш; 

аниқ тест масалаларида Рунге қоидасига кўра сонли алгоритмларнинг 

ҳисоблаш аниқлигини аниқлаш; 

ўзгарувчан коэффициентли каср тартибли ҳосилага эга Рикатти 

тенгламаларига асосланган моделлар учун қўйилган чегаравий масалаларни 
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сонли ечиш ва натижаларни визуаллаштириш алгоритмлари ҳамда дастурини 

яратиш. 

Тадқиқотнинг объекти ўзгарувчан коэффициентли каср тартибли 

ҳосилага эга каср тартибли Рикатти тенгламаси билан тавсифланадиган 

тўйинган жараёнлардан иборат. 

Тадқиқотнинг предмети тўйинган баъзи жараёнларнинг математик 

моделлари, уларни ечишнинг сонли алгоритмлари ва математик ҳамда 

компьютерли моделлаштириш учун сонли алгоритмларни амалга оширувчи 

дастурлар комплексларидан иборат.  

Тадқиқотнинг усуллари. Тадқиқот ишида сонли ва функционал анализ, 

шунингдек каср тартибли ҳисоб назарияси, чизиқли алгебра, дастурлаш 

технологияларидан фойдаланилган. 

Тадқиқотнинг илмий янгилиги қуйидагилардан иборат: 

ўзгарувчан коэффициентли Герасимов-Капуто типидаги каср тартибли 

ҳосилага эга Рикатти тенгламаси асосида тўйинишли жараёнларнинг 

математик моделлари қурилган; 

нолокал ошкормас чекли-айирмали схеманинг ҳамда нолокал ошкор 

чекли-айирмали схеманинг аппроксимацияси, турғунлик ва яқинлашиш 

теоремалари исботланган; 

тўйинишли жараёнларнинг математик моделларини ечиш учун 

Ньютоннинг модификацияланган усули яқинлашишининг зарурий шарти 

топилган; 

Рунге қоидасига кўра сонли усулларнинг ҳисоблаш аниқлиги 

баҳоланган; 

сонли ечимларнинг аниқ ечимлар билан таққослашдаги ҳисоблаш 

аниқлиги баҳоланган; 

ўзгарувчан коэффициентли каср тартибли ҳосилага эга Рикатти 

тенгламаларига асосланган моделлар учун қўйилган чегаравий масалаларни 

сонли ечиш ва натижаларни визуаллаштириш алгоритмлари ҳамда дастурий 

таъминоти яратилган. 

Тадқиқотнинг амалий натижалари қуйидагилардан иборат: 

қуёш фаоллиги динамикаси, жамлаш камерасида радонни йиғилиш 

динамикаси ва COVID-19 коронавирус инфекциясини тарқалиш 

динамикасини тавсифловчи математик модел қурилган; 

тажриба маълумотларини таҳлил қилиш ва тўйиниш жараёнларини 

башоратлаш учун дастурий воситалар яратилган. 

Тадқиқот натижаларининг ишончлилиги каср тартибли ҳисоб 

назарияси, ҳисоблаш математикаси, функционал анализ усулларидан  

фойдаланилганлиги ҳамда математик мулоҳазаларнинг қатъийлиги ва 

тажриба натижаларининг таққосланганлиги билан асосланган. 

Тадқиқот натижаларининг илмий ва амалий аҳамияти. 

Тадқиқот натижаларининг илмий аҳамияти қуёш фаоллиги динамикаси, 

жамлаш камерасидаги радонни йиғилиш динамикаси ва COVID-19 

коронавирус инфекциясини тарқалиш динамикасининг янги математик 

моделларининг қурилганлиги билан изоҳланади.  
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Тадқиқот натижаларининг амалий аҳамияти ўзгарувчан коэффициентли 

каср тартибли ҳосилага эга Рикатти тенгламалари учун қўйилган чегаравий 

масалаларни сонли ечиш алгоритмлари қурилганлиги билан изоҳланади.  

Тадқиқот натижаларининг жорий қилиниши. Ўзгарувчан 

коэффициентли каср тартибли ҳосилага эга Рикатти тенгламаларига 

асосланган моделларни ечиш учун нолокал ошкормас чекли-айирмали 

схемаларни ишлаб чиқиш ва унинг яқинлашишига оид олинган натижалар 

асосида: 

каср тартибли ҳосилага эга Рикатти тенгламаларига асосланган 

моделлар учун қўйилган чегаравий масалаларни сонли ечиш ва натижаларни 

визуаллаштириш алгоритмларидан 19-31-50027мол_нр. рақамли “Эредитар 

Рикатти тенгламаси ёрдамида баъзи физик жараёнларни математик 

моделлаштириш” гранти доирасида қуёш фаоллиги динамикасини 

компьютерли моделлаштиришда қўлланилган (Россия фанлар академияси 

Узоқ шарқ бўлими Космофизик тадқиқотлар ва радиотўлқинлар тарқалиши 

институтининг 2022 йил 3 февралдаги 54-сон маълумотномаси). Илмий 

натижаларнинг қўлланилиши қуёш фаоллиги цикллари динамикасини 

математик моделлаштириш – MMDCSА дастурини яратиш имконини берган; 

тўйинишли жараёнларнинг математик моделларини ечиш учун 

Ньютоннинг модификацияланган усулидан AAAA-A19-119013190079-5 

рақамли “Геофизик жараёнларни математик моделлаштириш ва элементар 

зарралар физикаси” гранти доирасида қуёшнинг кўтарилишдаги фаоллик 

динамикасини ўрганишда қўлланилган (Россия фанлар академияси 

Кабардино-Балкар илмий маркази Амалий математика ва автоматлаштириш 

институтининг 2022 йил 1 февралдаги 01-14/3-сонли маълумотномаси). 

Илмий натижаларнинг қўлланилиши қуёшнинг берилган вақт оралиғидаги 

фаоллик динамикасини аниқлаш имконини берган. 

Тадқиқот натижаларининг апробацияси. Мазкур тадқиқот 

натижалари 18 та илмий-амалий анжуманларда, шу жумладан 14 та халқаро 

ва 3 та республика илмий-амалий анжуманларида муҳокамадан ўтказилган.  

Тадқиқот натижаларининг эълон қилинганлиги. Диссертация 

мавзуси бўйича жами 44 та илмий иш чоп этилган, шулардан Ўзбекистон 

Республикаси Олий Аттестация комиссиясининг докторлик диссертациялари 

асосий илмий натижаларини чоп этиш тавсия этилган илмий нашрларда 13 та 

мақола, жумладан 10 та хорижий ва 3 та республика журналларида нашр 

этилган. 

Диссертациянинг тузилиши ва ҳажми. Диссертация кириш қисми, 

учта боб, хулоса, фойдаланилган адабиётлар ва иловалардан ташкил топган. 

Адабиётлар рўйхати 105 та манбадан иборат. 

 

ДИССЕРТАЦИЯНИНГ АСОСИЙ МАЗМУНИ 

 

Кириш қисмида диссертация мавзусининг долзарблиги ва зарурати 

асосланган, тадқиқотнинг республика фан ва технологиялари 

ривожланишининг устувор йўналишларига мослиги кўрсатилган, мавзу 
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бўйича хорижий илмий-тадқиқотлар шарҳи, муаммонинг ўрганилганлик 

даражаси келтирилган, тадқиқот мақсади, вазифалари, объекти ва предмети 

тавсифланган, тадқиқотнинг илмий янгилиги ва амалий натижалари баён 

қилинган, олинган натижаларнинг назарий ва амалий аҳамияти очиб 

берилган, тадқиқот натижаларининг жорий қилиниши, нашр этилган ишлар 

ва диссертация тузилиши бўйича маълумотлар келтирилган. 

Диссертациянинг “Эредитарлик ва унинг касрли ҳисоб билан 

боғлиқлиги” деб номланган биринчи бобида эредитарлик тушунчаси, 

эредитарлик принциплари киритилган, хотира функционалининг таърифи, 

касрли ҳисоб элементлари берилган, эредитарлик тушунчаси ва каср 

тартибли ҳосила орасидаги боғлиқлик келтирилган.  

1.1 параграфда эредитар жараёнларнинг асосий тушунчалари ва 

таърифлари киритилган, эредитарлик принциплари (Вольтерра қонунлари) 

келтирилган. Эредитарлик (лот. Hereditarity - ирсийлик) – жараённи ўзининг 

аввалги ҳолати  ҳақидаги хотирани сақлаш хоссаси, яъни системанинг 

ҳозирги ҳолатини аввалги ҳолатларга боғлиқлиги. Эредитар жараёнлар аввал 

ҳам учраган, масалан: металларнинг чарчаши, магнитли гистерезис, 

тўлқинларни кечикиши ва х.к. Эредитарлик назариясини ривожланишига 

италиялик математик Вито Вольтерра салмоқли хисса қўшган, у эредитарлик 

принциплари: чизиқлилик, сўниш ва инвариантлиликни киритган. Шу 

принципларни эътиборга олган ҳолда хотира функционали тушунчасини 

киритамиз. 

Хотира функционали деб ушбу кўринишдаги интегралга айтамиз: 

     ,

t

g t t u d   

 

   

бу ерда  ,t   - хотира функцияси, у қуйидаги хоссаларга эга: 

       , 0 , , , , ,t t t a a K t a R                . 

1.2 параграфда каср ҳисоб назариясидан таърифлар ва хоссалар 

келтирилган. Хусусан, ўзгарувчи тартибли каср ҳосила таърифи киритилган.  

Таъриф 1. Эйлернинг Гамма функцияси қуйидаги интегралга кўра 

аниқланади: 

1

0

( ) , : ( ) 0 .
t x

x e t d t x x


 
                (1) 

Таъриф 2.Ушбу ( ) [ 0 , ]u t C T  функцияга таъсир қилувчи ўзгарувчи 

0 ( ) 1t  тартибли каср операторни: 

( )

0 ( )
0

1 ( )
( ) ,

(1 ( ) ) ( )

t
t

t t

u
u d

t t






 

 
 

  
    (2) 

Герасимов-Капуто типидаги ўзгарувчи 0 ( ) 1t  тартибли каср ҳосила деб 

атаймиз, бу ерда ( . ) – Эйлернинг (1) гамма функцияси, ( )
d u

u t
d t

 ҳосила, 

[ 0 , ]t T - эса жорий вақт, 0T   - моделлаштириш вақти.  
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Таъкидлаш жоизки, В.Вольтерра таърифига кўра тўлиқ эредитарлик 

 , t   интервалда аниланади. Биз эса эредитарликни  0 , t  қисм интервалда 

аниқланган деб ҳисоблаймиз.  

1.3 параграфда эредитарликни каср тартибли ҳосила билан боғлиқлиги 

келтирилган. Ушбу эредитар тенгламани кўриб чиқамиз 

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) , ) ,
t

K t t u d b t u t f u t t                 (3) 

бу ерда 1
( ) [ 0 , ]u t C T  - ечим функцияси, ( , )K t t  -  хотира функцияси, 

[ 0 , ]t T  - жорий вақт, 0T   - моделлаштириш вақти, ( ) 0b t   - узлуксиз 

функция, ( ( ) , )f u t t  - (4) Липшиц шартини қаноатлантирувчи узлуксиз 

функция. 

Таъриф 3. ( , ) [ 0 , ]f u t C T  узлуксиз функция ( )u t ўзгарувчи бўйича 

L ўзгармас билан Липшиц шартини қаноатлантиради:  

1 2 1 2
( , ) ( , ) .f u t f u t L u u     (4) 

(3) тенгламадаги хотира функциясини қўшимча шартлардан келиб 

чиққан ҳолда танлаш мумкин. Маълумки, t  га боғлиқ бўлмаган    да, агар 

( ) ( )K t t      - Дирак функцияси бўлса, у ҳолда кўрилаётган жараён 

хотирага эга бўлмайди, агар ( ) ( )K t H t     - Хевисайда функцияси 

бўлса, у ҳолда жараён тўлиқ хотирага эга бўлади. 

Таъриф 4. Агар хотира функциясини даражали кўринишда танланса, у 

ҳолда оралиқ ҳол юзага келади. Бундай танлов турли соҳаларда даражали 

қонунлардан кенг қўлланилиши билан асосланиши мумкин. Даражали 

хотиранинг махсуслиги шундаки, жараён аста секин ўзининг тарихини 

“унутади”.  

Хотира функциясини қуйидагича танлаймиз: 

( )
( )

( , ) , 0 ( ) 1 .
(1 ( ) )

t
t

K t t t
t




 





   
 

                     (5) 

бу ерда ( )t  - ўрганилаётган жанаённинг интенсивлигига жавоб берадиган 

функция. Бундан ташқари, t  га боғлиқлик, бизни ўзгарувчан хотира 

ходисасига олиб келади. 

У ҳолда биз (5) ни эътиборга олиб (3) тенгламани (2) Герасимов-Капуто 

типидаги ҳосила терминларида ушбу каср тартибли тенглама кўринишида 

ёзишимиз мумкин: 

( )

0
( ) ( ) ( ) ( ( ) , ) ,

t

t
u b t u t f u t t


                                         (6) 

Таъриф 5. (2) Герасимов-Капуто типидаги каср тартибли ҳосилага эга 

бўлган (6) кўринишдаги тенгламаларни каср тартибли тенгламалар деб 

атаймиз. 

Диссертациянинг “Каср тартиблиРиккати тенгламаси ва уни тадқиқ 

қилиш усуллари” деб номланган иккинчи бобида масаланинг қўйилиши, 



12 

ечиш усуллари берилади. Хусусан, нолокал ошкормас чекли-айирмали схема 

ва Ньютоннинг модификацияланган усули, нолокал ошкор чекли-айирмали 

схема каби сонли усуллар кўриб чиқилган. Шунингдек усулларнинг 

турғунлиги ва яқинлашиши кўриб чиқилган, усулларнинг ҳисоблаш 

аниқлигини баҳолаш амалга оширилган, тест мисоллар келтирилган. 

2.1 параграфда каср тартибли тенглама учун Коши масаласини 

қўйилиши берилган. Ўзгарувчи коэффициентли (6) чизиқсиз каср тартибли 

тенглама учун қуйидаги Коши масаласини кўриб чиқамиз: 

( )

0 0
( ) ( ) ( ) ( ( ) , ) , ( 0 ) ,

t

t
u b t u t f u t t u u


                             (7) 

бу ерда 2
( ) [ 0 , ]u t C T  - ечим функцияси, [ 0 , ]t T  - жорий вақт, 0T   - 

моделлаштириш вақти, 
0

u  - берилган ўзгармас, ( ) 0b t   - узлуксиз функция, 

( ( ) , )f u t t  - ( )u t  ўзгарувчи бўйича L  константа билан (4) Липшиц шартини 

қаноатлантирувчи узлуксиз функция, касрли ўзгарувчи тартибли оператор 

эса (2) кўринишга эга. 

Изоҳ. (7) Коши масаласи тўйинган муҳитларда ўзгарувчи хотирали 

динамик жараёнларнинг кенг синфини тавсифлайди. 

(7) Коши масаласи чизиқсиз бўлганлиги учун унинг ечимини чекли-

айирмали схемалар сонли усули ёрдамида қидирамиз. Текис тўрни кўриб 

чиқамиз. Бунинг учун [ 0 , ]T  кесмани N  та тенг қисмга –қадами /T N   

бўлган тўр тугунларига бўламиз. У ҳолда ( )u t  ечим функцияси ( )
k

u t  ёки 
k

u  

тўрли ечим функциясига, шунингдек ( )t  функция ( )
k

t  ёки 
k

  га ўтади, бу 

ерда  1, . . . ,k N . 

(7) тенгламадаги (2) Герасимов-Капуто типидаги ўзгарувчи каср 

тартибли ҳосиланинг аппроксимациясини 
1

[ , ]
k k

t t t


  учун қуйидагича ёзиш 

мумкин: 

 
1

1 1( )

0 1

0

( ) , ., ( 1)
( 2 )

k

k k

k

t k k

t k j k j k j k j

j k

u A w u u A w j j



  






 

  



      
 

   (8) 

(8) ни (7) га қўйиб, биз Коши масаласининг дискрет аналогини оламиз: 

 
1

1 0

0

, ,

k

k

k j k j k j k k k

j

A w u u b u f u C



  



     (9) 

бу ерда C  - маълум ўзгармас, ( )
k k

b b t , ( , )
k k k

f f u t . 

(9) Кошинингдискрет масаласи учун қуйидаги лемма ўринли. 

Лемма 1. (9) Кошининг дискрет масаласида 
k

A  ва k

j
w   коэффициентлар 

ихтиёрий фиксирланган k  учун қуйидаги хоссаларга эга: 

1. 
1

1
k

A


  , бунда агар 
k

  функция ( 0 ,1)  интервалда монотон 

бўлса, у ҳолда  
k

A функция ҳам монотон бўлади; 
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2. 
1

1

0

k

k

k

j

j

w k








 , 

3. 
0 1 2

1 .. . 0
k k k

w w w     . 

Лемма 2. Герасимов-Капуто типидаги (2) кўринишдаги 
 

 
0

t

t
u



  

операторнинг  
 

 
0

t

t
u



  аппроксимацияси қуйидаги баҳони 

қаноатлантиради: 

ˆ( ) ( ) 2

0 0
ˆ( ) ( ) , m a x ( ( ) ) ,

t t

t t k k
u u C t

  
    


                     (10) 

бу ерда С  -   қадамга боғлиқ бўлмаган ўзгармас. 

Лемма 3. (9) Кошининг дискрет масаласи дастлабки (7) дифференциал 

масалани қуйидаги 

ˆ2

1

m a x ( ) ( ) .
j j

j k

u t u O





 

   (11) 

тартиб билан аппроксимациялайди. 

Исбот. Ҳақиқатан ҳам, 2-Лемманинг (10) шартини ҳисобга олиб, биз 

осонгина (11) баҳони оламиз. 

2.2 параграфда (9) Коши масаласини ечиш учун ошкормас кўринишдаги 

чекли-айирмали схема, ҳамда усулнинг турғунлиги ва яқинлашиши кўрилган. 

(9) Коши масаласини нолокал ошкормас чекли-айирмали схема (IFDS) 

кўринишида ёзамиз: 

 
1

1 0

0

1 1

, .

, ( 1) , 1, . . . , ,
( 2 )

k

k k

k

k

k j k j k j k k k

j

k

k j

k

A w u u b u f u C

A w j j k N



 





  





 

   

    
 



           (12) 

Яқинлашиш ва турғунлик масалаларини кўриб чиқамиз. 

Таъриф 6. Ихтиёрий бошланғич 
0

e  хато учун шундай 
0

C  мусбат 

ўзгармас мавжудки, у   қадамга боғлиқ эмас ва ушбу тенгсизлик 

бажарилади: 

0 0
.

k
e C e  (13) 

Теорема 1. (12) нолокал ошкормас чекли-айирмали схема ˆ2  тартиб 

билан шартсиз яқинлашади. 

Таъриф 7. Агар 
0 0k k

U W C U W   , k  баҳо ўринли бўлса (12) 

нолокал ошкормас чекли-айирмали схема шартли турғун дейилади, бу ерда 
0C   -   қадамга боғлиқ бўлмаган ўзгармас. 

Теорема 2. (12) нолокал ошкормас чекли-айирмали схема шартсиз 

турғун. 

2-теоремани исботи (13) баҳони олишга келтирилади.  
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2.3 параграфда Ньютоннинг модификацияланган усули ҳамда усулнинг 

локал турғунлиги кўриб чиқилган. 

(12) масалани ечиш усули сифатида Ньютоннинг модификацияланган 

усулини (MNM) танлаймиз. Бунинг учун аввал бир нечта таърифларни 

келтирамиз. 

Таъриф 8. Агар ушбу  

1
( ) ,

i i
x F x


  (14) 

итерацион процедура (усул) га кўра  
0i i

x



кетма-кетликни қуриш мумкин 

бўлса, у ҳолда :
N N

F R R  функцияни итерацион деб атаймиз. 

Таъриф 9. Агар N

i
x R   ва фиксирланган   нуқта атрофида F  

функция узлуксиз бўлса: 

     
1

lim lim lim
i i i

i i i

x F x F x F 


     

     

у ҳолда   нуқта :
N N

F R R  итерацион функция учун фиксирланган нуқта 

дейилади. 

Яқинлашиш ва турғунликка оид саволларни кўриб чиқамиз. 

Таъриф 10. Агар шундай 0   топилсаки, ихтиёрий бошланғич 

 0
:

N
x y R y         қиймат учун  

lim 0 lim .
i i

i i

x x 
   

     

бажарилса, у ҳолда фиксирланган N
R   нуқта учун (14) итерацион усулни 

локал турғун деб атаймиз. 

Таъриф 11. Агар шундай 0   ва 0C   ( 1p  учун 10  C ) 

топилсаки, ихтиёрий бошланғич 
0

x    қиймат учун ушбу 

1
| | | | , 0 ,1, 2 , . . . .

p

i i
x C x i 


     

тенгсизлик бажарилса, у ҳолда (14) итерацион усул 1p   тартибли локал 

турғун деб аталади. 

Теорема 3. Фараз қилайлик  :
N N

R R  фиксирланган нуқтага ҳамда   

бўйича ҳосилага эга бўлган :
N N

F R R  итерацион функция берилган 

бўлсин. У ҳолда (14) итерацион усул биринчи тартибли ( 1)p   локал турғун 

бўлади ва ушбу тенгсизлик бажарилади: 

| ( ) | 1, 1 .F p   , 

агар F   итерацион функция   бўйича p  мартта дифференциалланувчи ҳамда  

( )
| ( ) | 0 , .

k
F k p     

шарт бажарилса, у ҳолда 2p   тартибли локал турғун бўлади. 

Таъриф 12. Агар  функция ушбу  
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1

0
( ) ( ) ( ) , 1, 2 , 3 , . . . ,

i i i
F x x f x f x i


    (15) 

кўринишга эга бўлса, у ҳолда (14) итерацион усул Ньютоннинг 

модификацияланган усули (MNN) дейилади 

Изоҳ. Ньютоннинг модификацияланган усули (MNN) Ньютоннинг 

оддий усулидан шу билан фарқ қиладики, бунда Якоби матрицаси фақат 

бошланғич 
0

x  яқинлашишда ҳисобланади. Бироқ бундай модификация 

усулнинг яқинлашишини биринчи даражагача туширишга олиб келади. 

Қуйидаги теоремани исботлаймиз. 

Теорема 4. (15) Ньютоннинг модификацияланган усули биринчи тартиб 

билан локал яқинлашади. 

2.4 параграфда каср тартибли Риккатитенгламасини сонли ечиш учун 

Ньютоннинг модификацияланган усули кўриб чиқилган.  

Каср тартибли Риккатитенгламасини кўриб чиқамиз. Бунинг учун (7) 

Коши масаласида 2
( ( ) , ) ( ) ( ) ( )f u t t a t u t c t    деймиз, бунда ( ) , ( ) [ 0 , ]a t c t C T  

- берилган функциялар. У ҳолда (7) масалани қуйидаги кўринишда ёзиш 

мумкин: 

( ) 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 , ( 0 ) ,

t

t
u a t u t b t u t c t u u


       (16) 

бу ерда 2
( ) [ 0 , ]u t C T  - ечим функцияси, 

0
u   - берилган ўзгармас, [ 0 , ]t T  - 

жорий вақт, T  - моделлаштириш вақти, 0 ( )a t a  , 0 ( )b t b  , 0 ( )c t c   

- узлуксиз функциялар, ( ) ( )b t a t , , ,a b c  - ўзгармаслар.  

Таъриф 13. (16) тенгламани каср тартибли Риккатитенгламасини деб 

атаймиз, 

(8) ни (16) тенгламага қўйиб, каср тартибли Риккатитенгламаси учун 

Коши масаласининг дискрет аналогини оламиз. Бунда (12) нолокал ошкормас 

чекли-айирмали схема ушбу кўринишга эга: 

 
1

2

1

0

1 1

0

0 ,

, ( 1) ,
( 2 )

1, . . . , , ,

k

k k

k

k

k j k j k j k k k k k

j

k

k j

k

A w u u a u b u c

A w j j

k N u C



 





  





 

    

   
 

 



 (17) 

бу ерда C  - маълум ўзгармас. 

(17) схема чизиқсиз алгебраик тенгламалар системасини ифодалайди, 

бу системани Ньютоннинг модификацияланган усули (MNN) билан ечамиз. 

Қуйидаги итерацион функцияни тузамиз: 

 
1

2

1

0

( ) ,

k

k

k k j k j k j k k k k k

j

F u A w u u a u b u c



  



                       (18) 

ва шу функцияга кўра итерацион жараённи қурамиз: 
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 

 

1

0
,

m

m m
F U

U U

J U


   (19) 

бу ерда  
1 1 1

1
, . . . ,

T
m m m

N
U u u

  
 ,  1

, . . . ,
T

m m m

N
U u u ,       1 1

, . . . ,
m m m

N N
F U f u f u ,  

   
0

, 1, . . . , , 1, . . . ,
i j

J U J i N j N    Якоби матрицаси эса ушбу пастки учбурчак 

тузилишга эга: 

 

0

1

1

0 , 1,

2 , ,

, 1 .

i

i j i i i i

i i

i i j i j

j i

J A b a u j i

A j i



 
  


 


   


  

 (20) 

2.5 параграфда (16) Коши масаласини ечиш учун ошкор чекли-айирмали 

схема кўриб чиқилган. 

(16) масаладаги тенгламада (2) Герасимов-Капуто типидаги ўзгарувчи 

каср тартибли ҳосиланинг аппроксимациясини қуйидагича ёзиш мумкин: 

 
1

1 1
1 1( )

0 1

0 1

( ) , , ( 1) .
( 2 )

k

k k

k

t k k

t k j k j k j k j

j k

u A w u u A w j j



  






 



 

  

 

      
 

 (21) 

(21) ни (16) енгламага қўйиб, биз Коши масаласининг дискрет аналогини 

оламиз, уни Эйлер усулига кўра ушбу ошкор чекли-айирмали схема 

кўринишида ёзишимиз мумкин: 

  

   

    

0 2

1 0 1 0 0 0 0 0

0

1 1 2

2 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1

1

2

1 1 1 1 1

2

0

1
(1 ) ,

1
1 ,

1
1 ,

2 , . . . , 1, .

k

k k k

k k k k k k k j k j k j k k k

jk

u A w b u a u c
A

u A w b u A w u a u c
A

u A w b u A w u A w u u a u c
A

k N u C

    



    

     

 
        

 

  



(22) 

Лемма 5. (22) дискрет Коши масаласи (16) дифференциал Коши 

масаласини биринчи тартиб билан аппроксимациялайди. 

(22) схема учун яқинлашиш ва турғунлик масалларини кўриб чиқамиз. 

Теорема 5. Нолокал ошкор чекли-айирмали (22) схема 
ˆ1

2 1 b





   

шарт бажарилганда биринчи тартиб билан яқинлашади. 

Таъриф 14. Агар   қадамга боғлиқ бўлмаган 
0 0k k

U W C U W   , k , 

баҳо ўринли бўлса, у ҳолда (22) нолокал ошкор чекли-айирмали схема 

шартли турғун дейилади, бу ерда 0C   ўзгармас. 

Теорема 6.  
ˆ1

2 1 b





   бўлганда (22) нолокал ошкор чекли-айирмали 

схема турғун бўлади. 
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Таъриф 15. (22) нолокал ошкор чекли-айирмали схема   биринчи тартиб 

билан шартли яқинлашгани сабабли, Ньютоннинг модификацияланган усули 

учун бошланғич яқинлашиш сифатида EFDS нинг яқинлашиш шарти 

бажарилганда, (22) EFDS схемаси ёрдамида олинган охирги 
k

u  қийматни 

олишимиз мумкин. 

2.6 параграфда бир нечта тест мисоллар келтирилган, усуллар 

таққосланган ва Рунге қоидасига кўра ҳисоблаш аниқлиги баҳоланган. 

Мисоллар Maple 2021 символли компьютер математикаси муҳитида амалга 

оширилган. 

Мисол 1. Қуйидаги Коши масаласини кўриб чиқамиз: 

3 ( )

( ) 2 6 3

0

3 (3 )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( 0 ) 0

( 4 ( ) )

t

t

t

t
u a t u t b t u t a t t b t t u

t











      
 

      (23) 

(23) масаланинг аниқ ечими  
3

u t t  функция бўлади. 

(23) да 0 .7 ,b  0 .0 0 5a   ва 0 .8   бўлган ҳолни кўриб чиқамиз. Қолган 

параметрлар: ( 0 ) 0 , 1 0 0 , 7u N T   . Ушбу 
ˆ1

2 1 b





   шарт бажарилади: 

0 .0 7 0 .2 1 2 4 .  Ҳисоб чизиқлари 1-расмда келтирилган.  

 

Расм 1. Аниқ ечим EX:
3

( )u t t  ва ўзгармас коэффициентли ва 0 .8   каср 

тартибли Рикатти тенгламасининг сонли ечими. 

IFDS ва EFDS усуллари ва EX аниқ ечим орасида ҳисоблаш аниқлигини 

баҳолаймиз.
2 1

lo g ( / )
i i

p  


 . 

 

1-жадвал. Ҳисоб аниқлиги: EXаниқ ечим, 1T   даги сонли ечимлар. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

1-жадвалдан кўрамизки, IFDS ва EFDS сонли схемалар учун EX аниқ 

ечимга қараганда N    да 0   бўлади.EFDS учун ҳисоблаш аниқлиги  

i  N    
| E X - E F D S |  | E X - IF D S |  

  p    p  

1 20 1/20 0.14430 - 0.05206 - 

2 40 1/40 0.07790 0.88928 0.02274 1.19515 

3 80 1/80 0.04112 0.92166 0.00993 1.19410 

4 160 1/160 0.02140 0.94215 0.00434 1.19527 

5 320 1/320 0.01103 0.95550 0.00189 1.19671 

6 640 1/640 0.00565 0.96457 0.00082 1.19788 

7 1280 1/1280 0.00288 0.97105 0.00035 1.19870 
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1p  ,  IFDS учун эса  2
A p r io r

p    бўлади, бу эса яқинлашишнинг назарий 

тартибини тасдиқлайди. 

Шуни таъкидлаб ўтиш жоизки, IFDS схема яхши аниқликка эга, 

максимал хатолиги эса  EFDS га нисбатан бир тартибга кам. 

5-теоремадаги 
ˆ1

2 1 b





   шарт бажарилмаган ҳолни кўриб чиқамиз. b  

ни бир тартибга катта деб оламиз 1 8b  , у ҳолда: 0 .0 7 0 .0 0 8 , бошқа 

параметрларнинг қийматини эса ўзгаришсиз қолдирамиз.  

 

 
Расм 2. Ўзгармас коэффициентли ва 0 .8   бўлганда, теорема шарти 

бажарилмаганда Риккатиниг каср тартибли тенгламасини EX аниқ ечими ва сонли ечими 

 

Мисол 2. Каср тартиби 2
( ) 0 .4 ( ) / 2t s in t    - даврий функция, тенглама 

коэффициентлари: 2
( ) ( ) /a t c o s t T , ( ) 1 0 .1 /b t t T  , 2

( ) ( ) /c t s in t T , қолган 

параметрлар ( 0 ) 0 .9 , 2 0 0 0 , 2 0u N T    бўлган ҳолни кўриб чиқамиз. (12) 

IFDS ва (22)EFDS формулалари бўйича моделлаштириш натижалари 3-

расмда келтирилган. 

 
Расм 3. Ўзгарувчи коэффициентли ва ( )t  даврий функцияфункцияли каср 

тартибли Рикатти тенгламасининг сонли ечими 

 

(12) IFDS ва (22)EFDSнинг ҳисоблаш аниқлигини баҳолаймиз. Бунинг 

учун Рунге қоидасига кўра   максимал хатони ҳисоблаймиз, яъни 

 2
m a x | | 2 1

A p r io r
p

i i i
u u    , бу ерда 

i
u  ва 

2 i
u  - мос равишда   ва 2  

қадамда (12) ва (22) формулалар билан ҳисоблаб олинган қийматлар, 

2 m a x ( ( ) ) 2 0 .9 1 .1
A p r io r t

p t      - яқинлашишнинг назарий тартиби. 

Ҳисоблаш аниқлиги ушбу формула билан аниқланади: 
1

( / ) / ( 2 )
i i

p ln ln 


 . 
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3-жадвал. 1 0T  да IFDS ва EFDSнинг ҳисоблаш аниқлиги 

i  N    
| E X - E F D S |  | E X - IF D S |  

  p    p  

1 20 1/2 4.53506 - 23.0946 - 

2 40 1/4 3.23887 0.48562 4.58889 2.33133 

3 80 1/8 2.65104 0.28893 1.64571 1.47942 

4 160 1/1 1.71817 0.62568 0.64363 1.35441 

5 320 1/32 1.01576 0.75831 0.26495 1.28046 

6 640 1/64 0.56034 0.85818 0.11185 1.24414 

7 1280 1/128 0.29775 0.91215 0.04785 1.22502 

 

3-жадвалдан кўриш мумкинки, N    да 0   бўлади,  IFDS учун эса 

хатолик қиймати бир тартибга паст. EFDS учун ҳисоблаш аниқлиги 1p  , 

IFDS учун эса 2 m a x ( ( ) ) 2 0 .9 1 .1
A p r io r t

p t     , бу яқинлашишнинг 

назарий тартибини тасдиқлайди. 

2.7 параграфда Maple 2021символли компьютер математикаси муҳити 

учун ишлаб чиқилган кутубхона тавсифланган. Сонли усуллар, натижаларни 

қайта ишлаш, тажриба натижалари билан таққослаш ва визуаллаш 

алгоритмлари шу кутубхонада амалга оширилган. 

Кутубхона учун ишлаб чиқилган дастур кодлари ЭҲМ учун дастурларни 

рўйхатдан олиш давлат гувохномасига эга. 

Диссертациянинг “Каср тартибли Риккати тенгламасини 

тадбиқлари” деб номланган учинчи бобида каср тартибли 

Риккатитенгламасини тўйинишга эга баъзи динамик жараёнларни: қуёш 

фаоллиги динамикаси, жамланма камерасида радонни йиғилиши, Covid-19 

короновирус инфекциясини тарқалишини моделлашга тадбиқ қилиш кўриб 

чиқилган. Моделлаштириш натижалари санаб ўтилган жараёнларнинг 

тажриба натижалари билан таққосланган. 

3.1 параграфда юқорида айтиб ўтилган моделни қуёш фаоллигини (ҚФ) 

кузатиш натижаларини аппроксимациялаш учун қўллаймиз. Кирувчи 

маълумотлар максимум бўйича нормалланган, шунинг учун тажриба 

маълумотлари нисбий бирликларда берилган. Моделлаш натижалари 

нормалланмаган. 

Кирувчи маълумотларни параметрлари қуйидагича бўлган модел билан 

аппроксимациялаймиз (4-расм, кўк 

ранг): 3 0 4N  , 3 0 4T  , ( 0 ) 0 .0 3 1 1 0 9u  . ( ) 2 .8 5a t t T , 0 .0 1b  , 

   
2

( ) 0 .5 e x p c o s 2 .2c t t T t T    0 .2 5 0 .1 2 5 0 .2 5 e x pt T t T    ,

 ( ) 0 .5 e x pt t T     
2

c o s 2 .2 t T  0 .2 5 0 .1 2 5 0 .2 5 e x pt T t T    . 
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Расм 4. ҚФ учун сонли тажриба (эксперимент). Корреляция коэффициенти 87.4% 

 

Келтирилган модел ёрдамида 2021 йил августдан 2031 йил августгача 

бўлган 10 йил муддатга қуёш доғларини ўртача ойлик сонини башоратини (4-

расм, қизил чизиқ) келтирамиз. Асосий параметрлар: 4 2 4N  , 

4 2 4T  , ( 0 ) 0 .0 3 1 1 0 9u  . Қолган параметрларни қуйидагича ( ) 3 .9 7 2 9a t t T , 

0 .0 1b  , 

     
2

( ) 0 .5 e x p 1 .3 9 4 c o s 3 .0 6 8 0 .2 5 0 .1 7 4 0 .2 5 e x p 1 .3 9 4c t t T t T t T t T      

, каср кўрсаткичини эса 

 ( ) 0 .5 e x p 1 .3 9 4 7t t T     
2

c o s 3 .0 6 8 t T 0 .2 5 0 .1 7 4 3 t T 

 0 .2 5 e x p 1 .3 9 4 7 t T  деб оламиз. 

Моделлаш параметрлари ( )t ва ( ) , ( ) , ( )a t b t c t  ни оптимал равишда 

танланса ҚФ цикллари учун тажриба маълумотлари билан ҳисоб чизиқлари 

мос келиши кўрсатилган. Шунингдек, модел қуёш доғлари сонининг мумкин 

бўлган миқдори ва ҚФ циклининг жорий ҳамда келгуси тақрибий 

чегарасибўйича ҳам башоратлар бериши мумкин. Қуёш фаоллиги камайиши 

кўрсатилган. 

3.2 параграфда дунёнинг турли мамлакатларида, хусусан Ўзбекистон 

Республикасида, COVID-19 коронавирус инфекциясининг тарқалиши 

моделлаштирилган. Хусусан, COVID-19 билан янги зарарланиш бўйича ҳам, 

зарарланганларнинг умумий сони бўйича ҳам ривожланиш тенденцияси 

тавсифланган. 

Бу маълумотлар параметрлар бўйича қадами бир кунга тенг бўлган 

ўлчашлардан олинган. Моделлаштириш натижалари учун 

касалланганларнинг миқдори максимум бўйичча нормалланган, шунинг учун 

улар нисбий бирликларда келтирилган. 

Моделлаштириш натижаларини Ўзбекистон Республикасида 2020 йил 

15 мартдан 2021 йил 16 сентябргача бўлган муддатдаги янги касалланишлар 

сони билан таққослаймиз (5-расм, кўк чизиқ, қадам бир кун). Кирувчи 

маълумотларни параметрлари 5 5 1N  , 5 5 1T  ,
0

0 .0 0 0 1u   бўлган модел 

билан аппроксимациялаймиз. Қолган параметрлар қуйидагича: 

 
2

( ) 0 .9 8 s in 1 .6 4t t T  , ( )a t t T , 0 .2 5b  ,  
2

2
( ) 0 .5 s in e x p ( 7 / )c t t T t T . 
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Расм 5. Корреляция коэффициенти 82,5% бўлган модел учун эгри чизиқ (кўк). 2021 

йил 31 декабргача бўлган башорат – қизил чизиқ. 

 

Ўзбекистон Республикасида 2021 йил 16 сентябрдан 31 декабргача янги 

касалланишлар бўйича келтирилган модел бўйича башоратни амалга 

оширамиз (5-расм, қизил чизиқ). Асосий параметрлар: 

6 5 7N  , 6 5 7T  ,
0

0 .0 0 0 1u  .Қолган параметрлар қуйидагича: 

 
2

( ) 0 .9 8 s in 1 .9 6t t T  , ( ) 1 .1 9 2 3a t t T , 0 .2 5b  , 

 
2

2
( ) 0 .5 s in (8 .7 8 / )c t e x p t T t T . Моделлаштириш натижаларини Ўзбекистон 

Республикасида 2020 йил 15 мартдан 2021 йил 16 сентябргача бўлган 

даврдаги умумий касалланиш сони бўйича таққослаймиз (6-расм, кўк чизиқ, 

қадам бир кун). Параметрлари 5 5 1N  , 5 5 1T  , 6

0
6 .0 0 0 8 1 6 1 1 1 1 0u


  бўлган 

модел билан аппроксимациялаймиз.Қолган параметрлар қуйидагича: 

( ) 0 .1 5t  ,  
2

( ) 0 .4 s in 2a t t T , 0 .1 5b  ,  
2

( ) 0 .2 5 s in 0 .5c t t T . 

 
Расм 6. Модел учун корреляция коэффициенти 98,3% бўлган модел чизиғи (кўк). 

2021 йил 31 декабргача башорат модел чизиғи (қизил). 

 

Модел ёрдамида Ўзбекистон Республикасида 2021 йил 16 сентябрдан 31 

декабргача бўлган муддатда янги касалланиш ҳолатлари бўйича башоратни 

(6-расм, қизил чизиқ) амалга оширамиз. Асосий параметрлар: 
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6 5 7N  , 6 5 7T  , 6

0
6 .3 1 0u


  . Қолган параметрлар: ( ) 0 .1 5t  , 

   
2

0 .4 s in 2 .3 8 5a t t T , 0 .1 5b  ,  
2

( ) 0 .2 5 s in 0 .5 9 5c t t T . 

5-6-расмлардан (кўк чизиқ) кўринадики, моделлаштириш 

 t ва      , ,a t b t c t параметрларини мос равишда танлашда математик 

модел реал маълумотларга яқин натижаларни бериши мумкин. Бу каср 

тартибли тенгламаларни шунга ўхшаш жараёнларни тавсифлаш учун қўллаш 

имкони борлигини кўрсатади. 

Шунингдек, 5-6-расмлардан (қизил чизиқ), мос параметрларни танлаш 

орқали модел янги касалланиш сони ва умумий касалланишлар сони бўйича 

прогноз бериши мумкинлиги кўринади. 

Кейинчалик бу ишни мос тескари масалани ечиш орқали моделнинг 

параметрларини аниқлаштириш йўли билан давом эттириш мумкин. 

3.2 параграфда жамлаш камерасида радон йиғилишини моделлаш 

келтирилган. 

Тупроқнинг юқори қатламидаги радон майдонини кузатиш, кучли 

зилзилаларни прогнозлаш методикасини ишлаб чиқиш нуқтаи-назаридан 

қизиқиш уйғотади. Бу методика юқори аниқликда тупроқости хавода радон 

фаоллигини узлуксиз кузатишга асосланган. Бу таклиф қилинган моделни 

хотира эффектини ҳисобга олган ҳолдаОА Rn ( 3
Б к м )радонни ҳажмий 

йиғилиши ёки бошқача айтганда RVA (Radon Volumetric Activity) жараёнини 

тавсифлаш учун қўллашдаги долзарблиги билан асосланган. 

Камераларда радонни йиғилиши ҳақидаги масалани моделлашда 

бошланғич маълумотлар сифатида турли нуқталардаги, масалан ГЛЛ 

(Камчатка) даги маълумотлардан фойдаланилган. Бу нуқталарда қадам бир 

соат деб олиниб узлуксиз равишда камералардаги радонни қиймати ёзиб 

борилди. Дастлабки маълумотлар ва моделлаштириш натижалари учун ОА 

Rn 3
Б к / м  ни максимум бўйича нормалланган, шунинг учун графиклардаги 

миқдорлар нисбий бирликларда берилган. 

Масалани ечишни соддалаштириш учун бир қатор фаразлар қилинган 

ҳолдаги радонни йиғилиши ҳақидаги классик модел ҳам мавжуд.  

Маълумотларни 6 5 7N  , 1 3 1 4T  , 1
m a x

u  , 
0

0 .4 8 4 4 8 2 7 5 8 6u  ,
0

0 .1   

да 0 .2 5   ва параметрлар 
0

( ) (1 )
m a x

a t u t T  , 

0 .0 0 1b  ,
0

( ) (1 )
m a x

c t u t T   бўлганда таклиф қилинган модел ҳамда классик 

модел ёрдамида аппроксимациялаймиз. Ҳисоб чизиқлари 7-расмда 

тасвирланган. 
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Расм 7. Корреляция коэффициенти: таклиф қилинаётган модел учун (кўк)89,7% ва 

классик модел учун (қизил) – 17%. 

 

Таклиф қилинган модел чизиқсизликни ҳисобга олган ҳолда шу кунгача 

маълум бўлган моделга қараганда, ҳақиқий маълумотларга яқин бўлган 

натижаларни бериши мумкинлиги кўрсатилган 

Иловаларда дастур кодлари, ЭҲМ дастурини рўйхатдан ўтказилганлиги 

гувохномаси, тадбиқ қилинганлик ҳақидаги маълумотнома, семинарлар 

баённомаларидан кўчирмалар келтирилган. 

 

ХУЛОСА 

 

Диссертация иши каср тартибли Рикатти тенгламаси учун Коши 

масаласини тадқиқ қилишга ҳамда уни турли динамик жараёнларни 

тавсифлаш учун қўллашга бағишланган. Хулоса қилиб қуйидагиларни 

келтириш мумкин: 

1. Ўзгарувчи коэффициентларга эга ва Герасимов-Капуто типидаги 

ўзгарувчи каср тартибли ҳосилага эга каср тартибли Рикатти тенгламаси 

асосида тўйинишга эга жараёнларни тавсифлаш учун математик модел 

таклиф қилинган. 

2. Математик моделни сонли ечиш усуллари: нолокал ошкор чекли-

айирмали схема (EFDS), нолокал ошкормас чекли-айирмали схема (IFDS) ва  

IFDS ни ечиш учун Ньютоннинг модификацияланган усули(MNM) таклиф 

қилинган. 

3. Усулларни аппроксимацияси, турғунлиги ва яқинлашиши тадқиқ 

қилинган. EFDS ни ( )O  биринчи тартибли аниқликда шартли яқинлашиши 

кўрсатилган. IFDS турғун ва яқинлишиш тартиби 
ˆ2

( )O



 . 

4. Таклиф қилинган сонли усулларни Рунге қоидасига кўра, шунингдек, 

аниқ ечимга таққослаган ҳолда ҳисоблаш аниқлиги тартибини баҳолаш 

амалга оширилган. Сонли усулларни ҳисоб аниқлиги тартиби ҳисоб тўри 

тугунлари сонини ортиши билан назарий тартибга яқинлашиши кўрсатилган. 

5. Maple 2021 символли компьютер математикаси муҳитида кутубхони 

ишлаб чиқилган, бу кутубхона Герасимов-Капуто типидаги ўзгарувчи каср 

тартибли ҳосилали ва ўзгарувчи коэффициентли каср тартибли Рикатти 
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тенгламасини сонли таҳлил қилиш ва моделлаштириш натижаларини 

визуаллаш имкони мавжуд бўлган процедурага эга. 

6. Тўйинишга эга динамик жараёнлар: қуёш фаоллиги динамикаси, 

жамлаш камерасида радонни йиғилиши динамикаси ва Ўзбекистон 

Республикасида Covid-19 коронавирус инфекциясини тарқалиш 

динамикасини моделлаштириш учун каср тартибли Рикатти тенгламасини 

қўлланилиши кўриб чиқилган. Юқорида айтиб ўтилган жараёнлар тажриба 

маълумотлари ёрдамида таклиф этилган математик моделнинг параметрлари 

энг яхши аниқланган, бу эса уни динамик хотирани ҳисобга олган 

тўйинишли жараёнларга қўллаш мумкинлиги ва унинг адекватлигини 

кўрсатади. 
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ВВЕДЕНИЕ (аннотация диссертации доктора философии (PhD)) 

Актуальность и востребованность темы диссертации. В мире, 

многочисленные теоретические и практические исследования показывают, 

что уравнение Риккати представляет большой интерес, так как часто находит 

свое применение во многих областях науки, от физики - волновые процессы 

в средах с неупругим гистерезисом и с насыщением потерь, до 

эпидемиологии-логистические модели, целью которых является определения 

времени насыщения (выход на плато) и спада эпидемии. Под насыщением, 

будем понимать выход на некий установившийся режим, выход на плато, что 

на графиках динамики процесса может выражаться в виде s-образных 

кривых. Процессы с насыщением могут также обладать эффектами 

наследственности (памяти или эредитарности), это указывает на причинно-

следственные связи в динамике процесса. Такие процессы можно 

математически описать с помощью дробного уравнения Риккати. 

В настоящее время в мире широко исследуется дробное уравнение 

Риккати в теоретических исследованиях: предлагаются различные численные 

методы его решения, исследуются вопросы существования и единственности 

решения. В практических исследованиях: например, моделирование 

волатильности на финансовом рынке, моделирования динамики популяций и 

т.д. Дробное уравнение Риккати является обобщением классического 

уравнения Риккати и за счет дополнительной степени свободы - порядка 

дробной производной дает более гибкое описание экспериментальных 

данных процессов с насыщением. Введение дробной производной 

переменного порядка в уравнение Риккати, позволит еще гибче описывать 

процессы с насыщением и эффектами памяти, что является важной задачей 

их математического моделирования, численного анализа и алгоритмов 

компьютерных программ. 

В Республике Узбекистан и Российской Федерации уделяют 

пристальное внимание направлениям фундаментальной науки, имеющим 

практическое применение, в частности, большое внимание уделено 

математическому моделированию процессов с насыщенных средах в задачах 

геофизики, экономике, биологии и др. Проведение исследований в 

приоритетных направлениях таких как математическое моделирования и 

численные методы обозначены в качестве основных задач и направлений 

ведения научных исследований на уровне международных стандартов по 

приоритетным направлениям математического анализа, прикладной 

математики и математического моделирования
2
. Для обеспечения 

выполнения постановлений важно изучить с помощью численного анализа и 

компьютерного моделирования свойства решения дробного уравнения 

Риккати, как модельного для исследования различных процессов с 

                                           
2
Постановление Президента Республики Узбекистан № ПП–4708 «О мерах по повышению качества 

образования и развитию научных исследований в области математики» от 07 мая 2020 года и Распоряжение 

Правительства Российской Федерации №3684-р от 31 декабря 2020 г. в «Программе фундаментальных 

научных исследований в Российской Федерации на долгосрочный период (2021-2030 годы)». 
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насыщением, а также сравнить его с временными рядами данных 

наблюдений рассматриваемых процессов. 

Данное диссертационное исследование, в определенной степени служит 

решению задач, обозначенных в Указе Президента Республики Узбекистан 

№-УП-4947 от 7 февраля 2017 года «О стратегии действия по дальнейшему 

развитию Республики Узбекистан», в Постановлениях №-ПП-2789 от 17 

февраля 2017 года «О мерах по дальнейшему совершенствованию 

деятельности Академии наук, организации, управления и финансирования 

научно-исследовательской деятельности», №-ПП-2909 от 20 апреля 2017 года 

«О мерах по дальнейшему развитию системы высшего образования», №-ПП-

3682 от 27 апреля 2018 года «О мерах по дальнейшему совершенствованию 

системы практического внедрения инновационных идей, технологий и 

проектов», №ПП-4708 от 07 мая 2020 года «О мерах по повышению качества 

образования и развитию научных исследований в области математики», а 

также в других нормативно-правовых актах, относящихся к данной области 

деятельности. 

Соответствие исследования приоритетным направлениям развития 

науки и технологий республики. Данное исследование выполнено в 

соответствии с приоритетным направлением развития науки и технологий в 

Республике Узбекистан IV. «Математика, механика и информатика» и 

Российской Федерации пункт 3 «Математическое моделирование». 

Степень изученности проблемы. Первые работы по исследованию 

дробного уравнения Риккати появились сравнительно недавно в начале 2000-

х годов. Например, известна работа 2006 года авторов Momani S., Shawagfeh 

N., в которой было исследовано дробное уравнение Риккати с 

непостоянными коэффициентами с помощью метода декомпозиции 

Адомиана. В этой работе производная дробного порядка понималась в 

смысле Герасимова-Капуто. В 2008 году авторы Tan Y., Abbasbandy S.  

применяют метод гомотопного анализа к исследованию дробного уравнения 

Риккати. Далее в работе 2010 года Jafari H., Tajadodi H. был предложен метод 

вариационных итераций для решения того же дробного уравнения Риккати с 

непостоянными коэффициентами, а в 2011 году авторы Khan N. A., Ara A., 

Jamil M. предложили новый метод гомотопического возмущения. Развитие 

этих методов было получено в работе 2012 года авторов Sweilam N. H., 

Khader M. M., Mahdy A.M. S. В этой работе для уравнения Риккати с 

производной Капуто и постоянными коэффициентами были описаны 

некоторые численные методы его решения. Необходимо отметить, что 

дробное уравнение Риккати с производной Римана-Лиувилля было 

исследовано в 2013 году Merdan M., который предложил метод дробных 

вариационных итераций.  
В том же 2013 году стали развиваться методы, основанные на 

ортогональных полиномах Чебышева (Khader M. M., 2013), Лагерра (Khader 

M. M., Mahdy A. M. S., Mohamed E. S., 2014), Якоби (Ezz-Eldien S. S., 2018). 

Разрабатываются гибридные методы решения дробного уравнения Риккати: 

полуаналитические методы (SalehiY., Darvishi M.T., 2016), преобразование 
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Лапласа с методом гомотопного возмущения (Aminikhah H., Sheikhani A. H. 

R., Rezazadeh H., 2018), неявные гибридные методы (Syam M.I., etal., 2019). 

Интерес представляет работа (Min Cai и Changpin Li, 2020) посвященная 

численным приближениям дробных интегралов и производных, с 

различными определениями дробной производной. Существующие 

результаты, вместе с некоторыми замечаниями, обобщены для ученых-

прикладников. 

Анализ литературы по тематике исследований, показал следующее. Для 

дробного уравнения Риккати разработаны различные численные методы 

решения, однако нет информации о численных методах, основанных на 

конечно-разностных схемах, нет сопоставления результатов моделирования с 

реальными экспериментальными данными процессов с насыщением. Кроме 

того, слабо изучены подходы к численному решению уравнения Риккати с 

производной дробного переменного порядка. Поэтому диссертационная 

работа посвящена устранению этих пробелов - численному исследованию 

уравнения Риккати с непостоянными коэффициентами и с дробной 

производной переменного порядка. 

Связь темы диссертации с научно-исследовательскими работами 

научно-исследовательской организации, в котором выполняется 

диссертация. Диссертационное исследование выполнено в рамках гранта 

ОТ-Ф-4-30 «Исследование качественных свойств решений кросс систем с 

двумя нелинейностями, конвективным переносом, переменной плотностью, 

источником или поглощением» и гранта РФФИ № 19-31-50027мол\_нр. по 

теме «Математическое моделирование некоторых физических процессов с 

помощью эредитарного уравнения Риккати» 

Целью исследования является разработка математических моделей 

некоторых процессов с насыщением на основе уравнения Риккати с 

непостоянными коэффициентами и с дробной производной переменного 

порядка, и разработка эффективных численных методов решения.  

Задачи исследования. 
разработать математическую модель на основе уравнения Риккати с 

непостоянными коэффициентами и с дробной производной переменного 

порядка; 

разработать нелокальную неявную конечно-разностную схему для 

решения предложенных математических моделей, а также моделей, 

основанных на уравнении Риккати с непостоянными коэффициентами и с 

дробной производной переменного порядка, и исследовать вопросы ее 

сходимости и устойчивости; 

разработать численный алгоритм, основанный на итерационной 

процедуре модифицированного метода Ньютона для математических 

моделей, основанных на уравнении Риккати с непостоянными 

коэффициентами и с дробной производной переменного порядка; 

определить вычислительную точность численных алгоритмов согласно 

правилу Рунге на конкретных тестовых примерах; 
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разработать программный комплекс реализующую численное решение 

предложенных моделей основанных на уравнении Риккати с непостоянными 

коэффициентами и с дробной производной переменного порядка, с 

возможностью визуализации численных результатов. 

Объект исследования. Процессы с насыщением, которые описываются 

модельным уравнением Риккати с непостоянными коэффициентами и с 

дробной производной переменного порядка. 

Предмет исследования. Математические модели некоторых процессов 

с насыщением, численные алгоритмы их решения и комплексы программ, 

реализующие численные алгоритмы с целью математического и 

компьютерного моделирования. 

Методы исследования. Использованы методы численного и 

функционального анализа, а также теории дробного исчисления, линейной 

алгебры, символьного программирования. 

Научная новизна исследования заключается в следующем: 

предложена новая математическая модель на основе уравнения Риккати 

с непостоянными коэффициентами и с дробной производной переменного 

порядка типа Герасимова-Капуто для описания процессов с насыщением; 

доказаны теоремы аппроксимации, устойчивости и сходимости 

нелокальной неявной конечно-разностной схемы, а также нелокальной явной 

конечно-разностной схемы; 

показано необходимое условие сходимости модифицированного метода 

Ньютона для решения предложенных математических моделей; 

проведена оценка вычислительной точности численных методов по 

правилу Рунге; 

проведена оценка вычислительной точности численных методов в 

сравнении с точным решением; 

разработан програмный комплекс в среде компьютерной символьной 

математики Maple 2021, реализующий численное решение предложенных 

математических моделей с возможностью визуализации результатов. 

Практические результаты исследования заключаются в следующем: 

предложенные математические модели описывают реальные природные 

процессы – динамика солнечной активности, накопление радона в 

накопительной камере и динамики распространения коронавирусной 

инфекции COVID-19. 

предложенный модифицированный метод Ньютона использовались для 

получения расчетных кривых, рассматриваемых процессов и сопоставления с 

данными наблюдений. 

разработанные компьютерные программы используется для анализа 

данных наблюдений с возможностью прогнозирования динамики процессов 

насыщения. 

Достоверность результатов исследования обоснована использованием 

теории дробного исчисления, методов вычислительной математики, 

функционального анализа, а также строгостью математических рассуждений 

и сопоставления с данными наблюдений. 
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Научная и практическая значимость результатов исследования. 

Научная значимость полученных результатов диссертационной работы 

заключается в том, что построены новые математические модели динамики 

солнечной активности, накопления радона в накопительной камере и 

динамики распространения коронавирусной инфекции COVID-19, 

разработаны и исследованы численные алгоритмы, основанные на теории 

конечно-разностных схем. 

Практическая значимость диссертации состоит в том, что с помощью 

пользовательской библиотеки, в которой реализованы численные алгоритмы, 

можно проводить визуализацию результатов моделирования процессов с 

насыщением. 

Внедрение результатов исследования. На основе полученных научных 

результатов по численному решению уравнения Риккати с непостоянными 

коэффициентами и производной дробного переменного порядка, его 

численного анализа, теоретических и подтверждающих их практических 

оценках, устойчивости и сходимости численного решения, и с помощью 

разработанной пользовательской библиотеки: 

разработаная компьютерная программа «Программа MMDCSА - 

математическое моделирование динамики циклов солнечной активности» 

применена для исследования 23 и 24 циклов солнечной активности, при 

выполнении научно-исследовательских работ по гранту РФФИ №19-31-

50027мол\_нр по теме «Математическое моделирование некоторых 

физических процессов с помощью эредитарного уравнения Риккати» 

(Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Институт 

космофизических исследований и распространения радиоволн ДВО РАН, 

справка № 54 от 3 февраля 2022 года).  В результате, параметры модели были 

уточнены с помощью экспериментальных данных, и было показано что 

солнечная активность уменьшается; 

предложенная математическая модель применена для исследования 

динамики солнечной активности на стадии подъема, при выполнении 

научно-исследовательских работ по гранту №AAAA-A19-119013190079-5 

«Математическое моделирование процессов геофизики и физики 

элементарных частиц» (Институт прикладной математики и автоматизации - 

филиал Федерального государственного бюджетного научного учреждения 

«Федеральный научный центр «Кабардино-Балкарский научный центр 

Российской академии наук» № 01-14/03 от 1 февраля 2022 года) В результате, 

при сопостовлении численного решения с наблюдаемыми данными по 

солнечной активности, показано что предложенная модель хорошо 

согласуется с динамикой солнечной активности в указанный период, 

позволяет выделять тренды и обнаруживает эффекты памяти.  

Апробация результатов исследования. Результаты диссертационного 

исследования обсуждались на 20 научно-практических конференциях, в том 

числе, на 14 международных, 3 республиканских, 2 всероссийских и 1 

молодёжной конференциях. А также на 7 научных семинарах: к.ф.-м.н. 

Алиханова А.А. в ИПМА КБНЦ РАН от 23 января 2018 г.; д.ф.-м.н. 
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Марапульца Ю.В. в ИКИР ДВО РАН от 27 февраля 2020 г.; д.ф.-м.н. Арипова 

М.М. в Национальном университете Узбекистана им. Мирзо Улугбека от 30 

марта 2021 г.; д.ф.-м.н. Ашурова Р.Р. в Институте Математики им. В.И. 

Романовского АН РУз от 7 октября 2021 г.; д.ф.-м.н. Шадиметова Х.М. в 

Институте Математики им. В.И. Романовского АН РУз. от 20 октября 2021 г.; 

Псху А.В. в ИПМА КБНЦ РАН от 25 ноября 2021 г.; д.ф.-м.н. Марапульца 

Ю.В. в ИКИР ДВО РАН от 10 марта 2022 г. 

Публикация результатов исследования. По теме диссертации 

опубликованы 44 научные работы, из них 13 входят в перечень научных 

изданий, предложенных Высшей аттестационной комиссией Республики 

Узбекистан для защиты докторских диссертаций, в том числе 8 

опубликованы в зарубежном журнале, 3 в республиканских и 2 в российских 

научных изданиях. 

Объём и структура диссертации. Диссертация состоит из: введения, 3 

глав, заключения, словаря терминов, основных публикаций автора, списка 

использованной литературы и 3 приложений. Диссертация содержит: 138 

страницы, 37 рисунков, 5 таблиц, 120 источников. 

 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Во введении обоснованы актуальность и востребованность темы 

диссертации, определено соответствие исследования приоритетным 

направлениям развития науки и технологий республики, приведен обзор 

зарубежных научных исследований по теме диссертации и указана степень 

изученности проблемы, сформулированы цели и задачи, выявлены объект и 

предмет исследования, изложены научная новизна и практические 

результаты исследования, раскрыта теоретическая и практическая 

значимость полученных результатов, даны сведения о внедрении результатов 

исследования, об опубликованных работах и о структуре диссертации. 

В первой главе диссертации, названной «Эредитарность и ее связь с 

дробным исчислением», вводится понятие эредитарности, принципы 

эредитарности, дается определение функционала памяти, элементы дробного 

исчисления, приводится связь между понятием эредитарности и производной 

дробного порядка. 

В параграфе 1.1 введены основные понятия и определения эредитарных 

процессов, приведены принципы эредитарности (Законы Вольтерры). 

Эредитарность (от лат. hereditarity, наследственность) — свойство процесса 

сохранять память о своей предыстории, т.е. текущее состояние системы 

зависит от предыдущих состояний. Эредитарные процессы встречались 

ранее, например, известны такие процессы: усталость металлов, магнитный 

гистерезис, запаздывание волн и т.д. Существенный вклад в развитие теории 

эредитарности внес итальянский математик Вито Вольтерра, 

сформулировавший принципы эредитарности: линейность, затухание и 

инвариантность. С учетом этих принципов введем понятие функционала 

памяти. 
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Функционалом памяти будем называть интеграл вида: 

     ,

t

g t t u d   

 

  , 

где  ,t  - функция памяти, обладает следующими свойствами: 

       , 0 , , , , ,t t t a a K t a R                .  

В параграфе 1.2 даются определения и свойства из теории дробного 

исчисления. В частности, ключевое определение производной дробного 

переменного порядка.  

Определение 1. Гамма-функция Эйлера определяется согласно 

следующему интегралу: 

1

0

( ) , : ( ) 0 .
t x

x e t d t x x


 
      (1) 

Определение 2. Оператор VO ( ) ( 0 ,1)t  , действующий на 

функцию ( ) [ 0 , ]u t C T : 

( )

0 ( )
0

1 ( )
( ) ,

(1 ( ) ) ( )

t
t

t t

u
u d

t t






 

 
 

  
  (2) 

где 0 ( ) 1t  , функция ( . )  - гамма-функция Эйлера (1), производная 

( )
d u

u t
d t

 , а [ 0 , ]t T  - текущее время, 0T  - время моделирования, будем 

называть производной VO (т.е. дробного переменного порядка) типа 

Герасимова-Капуто (или VO Герасимова-Капуто). 

Важно заметить, что полная эредитарность, у В. Вольтерра определяется 

на интервале  , t  . Мы же будем считать эредитарность определяемой на 

под интервале  0 , t , т.е. ограниченной. 

В параграфе 1.3 приводится связь эредитарности с производной 

дробного порядка. Рассмотрим следующее эредитарное уравнение: 

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) , ) ,
t

K t t u d b t u t f u t t      (3) 

где 1
( ) [ 0 , ]u t C T  - функция решения, ( , )K t t  - функция памяти, [ 0 , ]t T  - 

текущее время, 0T   - время моделирования, ( ) 0b t   - непрерывная 

функция, ( ( ) , )f u t t  - непрерывная функция, удовлетворяющая условию 

Липшица (4). 

Определение 3. Непрерывная функция ( , ) [ 0 , ]f u t C T  удовлетворяет 

условию Липшица с константой L  по переменной ( )u t : 

1 2 1 2
( , ) ( , ) .f u t f u t L u u    (4) 

Функцию памяти в уравнении (3), можно выбирать исходя из 

дополнительных условий. Известно, что при   не зависящей от t , если 
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( ) ( )K t t      - функция Дирака, то рассматриваемый процесс не 

обладает памятью, а если ( ) ( )K t H t    - функция Хевисайда, то 

процесс обладает полной памятью.  

Определение 4. Промежуточный случай возникает, если функцию 

памяти выбрать степенной. Такой выбор может быть обусловлен широким 

применением степенных законов в различных областях знаний. 

Особенностью степенной памяти будет являться то, что процесс постепенно 

«забывает» о своей предыстории.  

Выберем функцию памяти следующим образом: 

( )

( ) 1 ( )
( , ) , 0 ( ) 1 .

(1 ( ) )

t

t t
K t t t

t



 
  





 
   

 
 (5) 

где ( )t  - функция, которая отвечает за интенсивность исследуемого 

процесса,   - некоторая постоянная процесса. Более того, зависимость от 

времени t  приводит нас к явлению  п е р е м е н н о й п а м я т и . 

Положим 1  .  Исходя из результатов моделирования для приложений 

проведённого в диссертации, предположение оказалось верным. 

Тогда с учетом (5) мы можем уравнение (3) записать в терминах 

производной типа Герасимова-Капуто (2) в виде дробного уравнения: 

( )

0
( ) ( ) ( ) ( ( ) , ) ,

t

t
u b t u t f u t t


    (6) 

Определение 5. Уравнения вида (6), содержащие производные VO 

Герасимова-Капуто (2), будем называть дробными уравнениями, или VO 

уравнениями. 

Во второй главе «Дробное уравнение Риккати и методы его 

исследования» дается постановка задачи, описываются методы решения. В 

частности, рассмотрены численные методы: нелокальная неявная конечно-

разностная схема и модифицированный метод Ньютона, нелокальная явная 

конечно-разностная схема. Также рассмотрены вопросы устойчивости и 

сходимости методов, проведена оценка вычислительной точности методов, 

даны тестовые примеры.  

В параграфе 2.1 дается постановка задачи Коши для дробного 

уравнения. Рассмотрим следующую задачу Коши для нелинейного дробного 

уравнения (6) с непостоянными коэффициентами:  

( )

0 0
( ) ( ) ( ) ( ( ) , ) , ( 0 ) ,

t

t
u b t u t f u t t u u


     (7) 

где 2
( ) [ 0 , ]u t C T  - функция решения, [ 0 , ]t T  - текущее время, 0T   - время 

моделирования, 
0

u  - заданная константа, ( ) 0b t   - непрерывная 

функция, ( ( ) , )f u t t  - нелинейная функция, удовлетворяющая условию 

Липшица (4) с константой L  по переменной ( )u t , а оператор дробного 

переменного порядка вида (2). 
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Замечание. Задача Коши (7) описывает широкий класс динамических 

процессов с переменной памятью в насыщенных средах. 

В силу нелинейности задачи Коши (7), ее решение будем искать с 

помощью численного метода конечно-разностных схем. Рассмотрим 

равномерную сетку. Для этого разобьём отрезок [ 0 , ]T  на N  равных частей - 

узлов сетки с шагом /T N  . Тогда функция решения ( )u t  перейдет в 

сеточную функцию решения ( )
k

u t  или 
k

u , а так же ( )t  перейдёт в ( )
k

t  или 

k
 где 1, . . . ,k N .  

Аппроксимацию производной VO Герасимова-Капуто (2) в уравнении 

(7) можно записать для 
1

[ , ]
k k

t t t


  так: 
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1
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0 1

0
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Подставляя (8) в (7), мы получим дискретный аналог задачи Коши: 

 
1

1 0

0

, ,

k

k

k j k j k j k k k

j

A w u u b u f u C



  



     (9) 

где C  - известная константа, ( )
k k

b b t , ( , )
k k k

f f u t .  

Для дискретной задачи Коши (9) справедлива следующая Лемма. 

Лемма 1. Коэффициенты 
k

A  и k

j
w   дискретной задачи Коши (9) для 

любого фиксированного k  обладают следующими свойствами: 

1. 
1

1
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A


  ,причем функция 
k

A  монотонна, если функция 

k
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2. 
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 , 

3. 
0 1 2

1 .. . 0
k k k

w w w     . 

Лемма 2. Аппроксимация 
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 
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t
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  оператора VO Герасимова-

Капуто
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t

t
u



 вида (2) удовлетворяет следующей оценке: 
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0 0
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t t k k
u u C t

  
    


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где С  - константа, не зависящая от шага  . 

Лемма 3. Дискретная задача Коши (9) аппроксимирует исходную 

дифференциальную задачу (7) с порядком: 

ˆ2

1

m a x ( ) ( ) .
j j

j k

u t u O





 

   (11) 

В параграфе 2.2 рассмотрена неявная конечно-разностная схема (IFDS) 

для решения задачи Коши (9), а также устойчивость и сходимость метода. 

Задачу Коши (9) запишем в виде IFDS:  
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 
1

1 0

0

1 1

, .

, ( 1) , 1, . . . , ,
( 2 )

k

k k

k

k

k j k j k j k k k

j

k

k j

k

A w u u b u f u C

A w j j k N



 





  





 

   

    
 



  (12) 

Рассмотрим вопросы сходимости и устойчивости.  

Определение 6. Пусть 
k

e  - вектор ошибок, между точным и численным 

решением, тогда для любой начальной ошибки 
0

e  существует положительная 

константа
0

C , которая не зависит от шага   и выполняется неравенство: 

0 0
.

k
e C e  (24) 

Теорема 1.  Нелокальная IFDS (12) безусловно сходится с порядком 
ˆ2  . 

Определение 7. Нелокальная IFDS (12) называется условно устойчивой, 

если справедлива оценка 
0 0k k

U W C U W   , k , где 0C   константа, 

независящая от шага  . 

Теорема 2. Нелокальная IFDS (12) безусловно устойчива. 

Доказательство теоремы 2 сводится к получению оценки (13). 

В параграфе 2.3 рассмотрен модифицированный метод Ньютона (MNM), 

а также вопросы локально устойчивости метода. 

В качестве метода решения (12) выберем метод MNM. Для этого сначала 

дадим несколько определений. 

Определение 8. Функцию :
N N

F R R   будем называть итерационной, 

если можно построить последовательность 
0i i

x



согласно итерационной 

процедуре (методу): 

1
( ) ,

i i
x F x


                                                       (14) 

Определение 9.  Точка   называется фиксированной точкой для 

итерационной функции :
N N

F R R , если N

i
x R   и в окрестности 

фиксированной точки    функция F   непрерывна: 

     
1

lim lim lim
i i i

i i i

x F x F x F 


     

     

Рассмотрим вопросы сходимости и устойчивости. 

Определение 10. Итерационный метод (14) для фиксированной точки 
N

R   назовем локально устойчивым, если 0  , такой что для любого 

начального значения  0
:

N
x y R y         выполняется: 

lim 0 lim .
i i

i i

x x 
   

     
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Определение 11.  Итерационный метод (14) называется локально 

устойчивым порядка 1p  , если 0   и 0C   0 1C   для 1p  , такие, 

что для любого начального значения 
0

x    выполнено неравенство: 

1
| | | | , 0 ,1, 2 , . . . .

p

i i
x C x i 


     

Теорема 3. Пусть :
N N

F R R  итерационная функция с 

фиксированной точкой  :
N N

R R , которая имеет производную по  . Тогда 

итерационный метод (14) является локально устойчивым первого порядка 

( 1)p   и выполняется неравенство: 

| ( ) | 1, 1 .F p    

и порядка 2p  , если итерационная функция F , p  раз дифференцируемая по 

 , а также выполнено условие: 

( )
| ( ) | 0 , .

k
F k p     

Определение 12. Если итерационная функция :
N N

F R R  имеет вид: 

1

0
( ) ( ) ( ) , 1, 2 , 3 , . . . ,

i i i
F x x f x f x i


    (15) 

то итерационный метод (14) называется модифицированным методом 

Ньютона (MNN). 

Замечание. MNM отличается от обычного метода Ньютона тем, что 

матрица Якоби вычисляется только в начальном приближении
0

x . Однако 

модификация приводит к понижению до первого порядка сходимости. 

Далее доказывается следующая теорема. 

Теорема 4. MNM (15) локально сходится с первым порядком. 

В параграфе 2.4 рассмотрен MNM для численного решения дробного 

уравнения Риккати. 

Рассмотрим дробное уравнение Риккати. Для этого в задаче Коши (7) 

положим 2
( ( ) , ) ( ) ( ) ( )f u t t a t u t c t   , причём ( ) , ( ) [ 0 , ]a t c t C T  - заданные 

функции. Тогда задачу (7) можно переписать в виде: 

( ) 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 , ( 0 ) ,

t

t
u a t u t b t u t c t u u


       (16) 

где 2
( ) [ 0 , ]u t C T  - функция решения, 

0
u  - заданная константа, [ 0 , ]t T  - 

текущее время, T - модельное время, 
0

u - заданная константа, 0 ( )a t a  , 

0 ( )b t b  , 0 ( )c t c  - непрерывные функции, причём ( ) ( )b t a t , , ,a b c - 

константы. 

Определение 13. Уравнение в (16) будем называть уравнением VO 

Риккати. 

Подставляя (8) в (16), получим дискретный аналог задачи Коши для 

дробного уравнения Риккати, для которой IFDS (12) имеет вид: 
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 
1

2

1

0

1 1

0

0 ,

, ( 1) ,
( 2 )

1, . . . , , ,

k

k k

k

k

k j k j k j k k k k k

j

k

k j

k

A w u u a u b u c

A w j j

k N u C



 





  





 

    

   
 

 



 (17) 

где C  - известная константа. 

Схема (17) представляет собой систему нелинейных алгебраических 

уравнений, которую решим MNM. Составим итерационную функцию: 

 
1

2

1

0

( ) ,

k

k

k k j k j k j k k k k k

j

F u A w u u a u b u c



  



      (18) 

согласно которой, составим итерационный процесс: 

 

 

1

0
,

m

m m
F U

U U

J U


   (19) 

где  
1 1 1

1
, . . . ,

T
m m m

N
U u u

  
 ,  1

, . . . ,
T

m m m

N
U u u ,       1 1

, . . . ,
m m m

N N
F U f u f u , а 

матрица Якоби:    
0

, 1, . . . , , 1, . . . ,
i j

J U J i N j N    имеет нижнетреугольную 

структуру вида: 

 

0

1

1

0 , 1,

2 , ,

, 1 .

i

i j i i i i

i i

i i j i j

j i

J A b a u j i

A j i



 
  


 


   


  

 (20) 

В параграфе 2.5 рассмотрена явная конечно-разностная схема (EFDS) 

для решения задачи Коши (16). 

Аппроксимацию производной дробного переменного порядка типа 

Герасимова-Капуто (12) в уравнении в задаче (16) можно записать так: 

 
1

1 1
1 1( )

0 1

0 1

( ) , , ( 1) .
( 2 )

k

k k

k

t k k

t k j k j k j k j

j k

u A w u u A w j j



  






 



 

  

 

      
 

  (21) 

Подставляя (21) в (16), мы получим дискретный аналог задачи Коши, 

который согласно методу Эйлера можно записать в виде EFDS: 
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  

   

    

0 2

1 0 1 0 0 0 0 0

0

1 1 2

2 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1

1

2

1 1 1 1 1

2

0

1
(1 ) ,

1
1 ,

1
1 ,

2 , . . . , 1, .

k

k k k

k k k k k k k j k j k j k k k

jk

u A w b u a u c
A

u A w b u A w u a u c
A

u A w b u A w u A w u u a u c
A

k N u C

    



    

     

 
        

 

  



(22) 

Лемма 5. Дискретная задача Коши (22) аппроксимирует 

дифференциальную задачу Коши (16) с первым порядком. 

Рассмотрим вопросы сходимости и устойчивости для схемы (22). 

Теорема 5. Нелокальная EFDS (22) сходится с первым порядком при 

условии 
ˆ1

2 1 b





  . 

Определение 14. Нелокальная EFDS (22) называется условно 

устойчивой, если справедлива оценка 
0 0k k

U W C U W   , k , где 0C   

константа, независящая от шага  . 

Теорема 6. Нелокальная EFDS (22) при 
ˆ1

2 1 b





   устойчива. 

Определение 15. Так как, рассмотренная нелокальная EFDS (22) 

условно сходится с первым порядком. То можем взять в качестве начального 

приближения для метода MNM (19), последнее значение 
k

u  полученное по 

схеме EFDS (22), при выполнении условия сходимости EFDS.  

В параграфе 2.6 приводится несколько тестовых примеров, 

производится сопоставление методов и производится оценка 

вычислительной точности по правилу Рунге. Примеры были реализованы в 

среде символьной компьютерной математики Maple 2021. 

Пример 1.  Рассмотрим следующую задачу Коши: 

3 ( )

( ) 2 6 3

0

3 (3 )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( 0 ) 0

( 4 ( ) )

t

t

t

t
u a t u t b t u t a t t b t t u

t











      
 

         (23) 

Точным решением задачи (23) является функция  
3

u t t .   

Рассмотрим случай, когда в (23): 0 .7 ,b  0 .0 0 5a  и 0 .8  . Остальные 

параметры: ( 0 ) 0 , 1 0 0 , 7u N T   . 

Условие:
ˆ1

2 1 b





  выполняется: 0 .0 7 0 .2 1 2 4 .  

Расчетные кривые приведены на рис. 1. 
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Рис. 1. Точное решение EX:

3
( )u t t  и численные решения дробного уравнения Риккати с 

постоянными коэффициентами и 0 .8  , с учетом выполнения условия    

 

Произведем оценку вычислительной точности между методами IFDS и 

EFDS и точным решением EX. 
2 1

lo g ( / )
i i

p  


 . 

Таблица 1. Вычислительная точность: точное решение EX,  

численные решения, при 1T   
  

 

 

 

 

 

 

 

Из табл.1 видим, что для численных схем EFDS и IFDS в сравнении с 

точным решением EX, при N   , 0  . Для EFDS вычислительная 

точность 1p  , а для IFDS 2
A p r io r

p    , что подтверждает теоретический 

порядок сходимости. 

Необходимо также отметить, что схема IFDS имеет лучшую точность, а 

максимальная ошибка на порядок меньше чем у EFDS. 

Рассмотрим случай когда условие из теоремы 5: 
ˆ1

2 1 b





  нарушается. Берём b  на порядок больше, 

1 8b  тогда: 0 .0 7 0 .0 0 8 , а значения других параметров оставляем без 

изменения.  

 
Рис. 2. Точное решение EX и численные решения дробного уравнения Риккати с 

постоянными коэффициентами и 0 .8  , когда условие нарушается 

i  N    
| E X - E F D S |  | E X - IF D S |  

  p    p  

1 20 1/20 0.14430 - 0.05206 - 

2 40 1/40 0.07790 0.88928 0.02274 1.19515 

3 80 1/80 0.04112 0.92166 0.00993 1.19410 

4 160 1/160 0.02140 0.94215 0.00434 1.19527 

5 320 1/320 0.01103 0.95550 0.00189 1.19671 

6 640 1/640 0.00565 0.96457 0.00082 1.19788 

7 1280 1/1280 0.00288 0.97105 0.00035 1.19870 
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Пример 2. Рассмотрим случай, когда порядок дробности: 
2

( ) 0 .4 ( ) / 2t s in t   - периодическая функция, коэффициенты 

уравнения: 2
( ) ( ) /a t c o s t T , ( ) 1 0 .1 /b t t T  , 2

( ) ( ) /c t s in t T , а остальные 

параметры: ( 0 ) 0 .9 , 2 0 0 0 , 2 0u N T   . Результаты моделирования по 

формулам IFDS (12) и EFDS (22) дают расчетные кривые на рис. 3. 

 
Рис. 3. Численные решения уравнения VO Риккати с непостоянными 

коэффициентами и ( )t - периодической функцией 

 

Произведем оценку вычислительной точности IFDS (12) и EFDS (22). 

Для этого рассчитаем максимальную ошибку  по правилу Рунге, 

т.е.  2
m a x | | 2 1

A p r io r
p

i i i
u u    , где 

i
u и

2 i
u  - расчетные значения, полученные 

по формулам (12) и (22) на шаге   и 2  соответственно, 

2 m a x ( ( ) ) 2 0 .9 1 .1
A p r io r t

p t      - теоретический порядок сходимости. 

Вычислительная точность определяется по формуле:
1

( / ) / ( 2 )
i i

p ln ln 


 . 

Таблица 3. Вычислительная точность IFDS и EFDS, при 1 0T   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Из табл. 3 видим, что при N   , 0  , а для IFDS значение ошибки 

на порядок меньше. Вычислительная точность для EFDS 1p  , а для IFDS 

2 m a x ( ( ) ) 2 0 .9 1 .1
A p r io r t

p t     , что подтверждает теоретический 

порядок сходимости. 

В параграфе 2.7 описываются программный комплекс и библиотека, 

разработанная для среды символьной математики Maple 2021. Алгоритмы 

i  N    
| E X - E F D S |  | E X - IF D S |  

  p    p  

1 20 1/2 4.53506 - 23.0946 - 

2 40 1/4 3.23887 0.48562 4.58889 2.33133 

3 80 1/8 2.65104 0.28893 1.64571 1.47942 

4 160 1/1 1.71817 0.62568 0.64363 1.35441 

5 320 1/32 1.01576 0.75831 0.26495 1.28046 

6 640 1/64 0.56034 0.85818 0.11185 1.24414 

7 1280 1/128 0.29775 0.91215 0.04785 1.22502 
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реализующие численные методы, обработку результатов, сопоставление с 

данными наблюдений и визуализацию реализованы в данной библиотеке. 

Программных код разработанной библиотеки имеет свидетельство о 

государственной регистрации программы для ЭВМ. 

В третьей главе «Приложения дробного уравнения Риккати» 

рассмотрены приложения дробного уравнения Риккати к моделированию 

некоторых динамических процессов с насыщением, динамики: солнечной 

активности, накопления радона в накопительной камере, распространения 

коронавирусной инфекции COVID-19. Результаты моделирования 

сопоставлены с данными наблюдений перечисленных процессов.  

В параграфе 3.1 применим описанную модель (16) для аппроксимации 

данных наблюдений за солнечной активностью (SA – Solar activity). Входные 

данные нормированы на максимум, поэтому данные в относительных 

единицах. Результаты моделирования не нормировались. 

Будем аппроксимировать (рис. 4, синяя) входные данные моделью, с 

параметрами: 3 0 4N  , 3 0 4T  , ( 0 ) 0 .0 3 1 1 0 9u  . ( ) 2 .8 5a t t T , 0 .0 1b  , 

   
2

( ) 0 .5 e x p c o s 2 .2c t t T t T    0 .2 5 0 .1 2 5 0 .2 5 e x pt T t T    ,

 ( ) 0 .5 e x pt t T     
2

c o s 2 .2 t T  0 .2 5 0 .1 2 5 0 .2 5 e x pt T t T    . 

 
Рис. 4. Численный эксперимент для SA. Коэффициент корреляции 8 7 .4 %  

 

Проведем предложенной моделью (16), прогнозирование (рис. 4, 

красная кривая) среднемесячного числа солнечных пятен на 10 лет, с августа 

2021 г. по август 2031 года. Основные параметры: 4 2 4N  , 4 2 4T  , 

( 0 ) 0 .0 3 1 1 0 9u  . Остальные параметры возьмём: ( ) 3 .9 7 2 9a t t T , 0 .0 1b  , 

     
2

( ) 0 .5 e x p 1 .3 9 4 c o s 3 .0 6 8 0 .2 5 0 .1 7 4 0 .2 5 e x p 1 .3 9 4c t t T t T t T t T      

, а показатель дробности: 

 ( ) 0 .5 e x p 1 .3 9 4 7t t T     
2

c o s 3 .0 6 8 t T 0 .2 5 0 .1 7 4 3 t T 

 0 .2 5 e x p 1 .3 9 4 7 t T  . 

Показано что при оптимальном подборе соответствующих параметров 

моделирования: ( )t  и ( ) , ( ) , ( )a t b t c t  расчетные кривые хорошо согласуются с 

наблюдаемыми данными для циклов SA. А также, модель способна и дать 

прогноз по возможному количеству числа солнечных пятен, и как следствие 
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примерные границы текущего и будущего цикла SA. Показано, что 

солнечная активность уменьшается. 

В параграфе 3.2, с помощью (16), приводится моделирование 

распространения коронавирусной инфекции COVID-19 в различных странах 

мира, в частности в республике Узбекистан. В частности, описание 

тенденций: как по новым случаям заражения COVID-19, так и по общему 

числу заражённых. 

Данные это замеры по параметрам с шагом в один день. Для данных 

наблюдений и результатов моделирования проведена нормировка количества 

инфицированных на максимум, поэтому они указаны в относит. единицах.  

Сопоставим результат моделирования с данными по новым случаям 

заражения в республике Узбекистан, с 15 марта 2020 года по 16 сентября 

2021 года, с шагом в 1 день (рис. 5, синяя кривая). Будем аппроксимировать 

входные моделью, с параметрами: 5 5 1N  , 5 5 1T  ,
0

0 .0 0 0 1u  . Остальные 

параметры:  
2

( ) 0 .9 8 s in 1 .6 4t t T  , ( )a t t T , 

0 .2 5b  ,  
2

2
( ) 0 .5 s in e x p ( 7 / )c t t T t T . 

 
Рис. 5. Модельная кривая: (синяя) с коэффициентом корреляции 8 2 , 5 % ; (красная) – 

прогноз до 31 декабря 2021 года; (оранжевая) с коэффициентом корреляции 8 0 , 4 % . 

 

Проведем предложенной моделью, прогнозирование (рис. 5, красная 

кривая) по новым случаям заражения в республике Узбекистан с 16 сентября 

по 31 декабря 2021 года. Основные параметры: 6 5 7N  , 6 5 7T  , 
0

0 .0 0 0 1u  . 

Остальные параметры примут вид:  
2

( ) 0 .9 8 s in 1 .9 6t t T  , ( ) 1 .1 9 2 3a t t T , 

0 .2 5b  ,  
2

2
( ) 0 .5 s in (8 .7 8 / )c t e x p t T t T . А так же проверим, предсказанные 

результаты. Для этого сопоставим данные наблюдений до 31 декабря 2021 

года и данные полученных прогнозирующей моделью (16) при параметрах, 

как для (рис. 5, красная кривая), а результат видим на (рис. 5, оранжевая 

кривая). 

Сопоставим результат моделирования с данными по общему числу 

заражённых в республике Узбекистан, с 15 марта 2020 года по 16 сентября 

2021 года, с шагом в 1 день (рис. 6, синяя кривая). Аппроксимируем 

моделью, с параметрами: 5 5 1N  , 5 5 1T  , 6

0
6 .0 0 0 8 1 6 1 1 1 1 0u


 . Остальные 
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параметры: ( ) 0 .1 5t  ,  
2

( ) 0 .4 s in 2a t t T , 0 .1 5b  , 

 
2

( ) 0 .2 5 s in 0 .5c t t T . 

 
Рис. 6. Модельная кривая: (синяя) с коэффициентом корреляции: 9 8 , 3 % ; (красная) 

– прогноз до 31 декабря 2021 года; (оранжевая) с коэффициентом корреляции 9 5 , 2 % . 

 

Проведем моделью, прогнозирование (рис. 6, красная кривая) по новым 

случаям заражения в республике Узбекистан с 16 сентября по 31 декабря 

2021 года. Основные параметры: 6 5 7N  , 6 5 7T  , 6

0
6 .3 1 0u


  . Остальные 

параметры: ( ) 0 .1 5t  ,    
2

0 .4 s in 2 .3 8 5a t t T , 0 .1 5b  , 

 
2

( ) 0 .2 5 s in 0 .5 9 5c t t T . Так же проверим прогноз, аналогичным способом, 

а результат видим на (рис. 6, оранжевая кривая). 

Как видно из рис. 5-6 (синяя кривая) математическая модель при 

подборе соответствующих параметров моделирования:  t  и      , ,a t b t c t  

способна давать результаты, близкие к реальным данным. Это указывает на 

потенциальную возможность применения дробных уравнений для описания 

процессов подобного типа. 

Так же из рис. 5-6 (красная кривая) видно, что модель при подборе 

соответствующих параметров, также способна дать некоторый прогноз: по 

возможному количеству новых случаев заражения, так и по возможному 

общему числу заражённых. 

Результат по прогнозу, возможного количества новых случаев 

заражения, опубликованный ранее в работах автора, частично подтвердился. 

Дальнейшее продолжение работы может состоять в уточнении 

параметров модели в результате решения соответствующей обратной задачи, 

а также в их дальнейшем осмыслении. 

В параграфе 3.3 приводится моделирование накопление радона в 

накопительной камере. 

Наблюдение за полем радона в верхнем слое почвы представляет 

интерес с точки зрения разработки методики прогноза сильных 

землетрясений, основанной на непрерывном мониторинге объемной 

активности радона в подпочвенном воздухе с высокой степенью детальности.  

Этим обусловлена актуальность применения предложенной модели с учётом 
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эффекта памяти для описания процесса накопления объемной активности 

радона ОА Rn ( 3
Б к м ) или иначе RVA (Radon Volumetric Activity). 

В качестве исходных данных для моделирования использовались данные 

о накоплении радона в камерах в различных точках: в частности, ГЛЛ 

(Камчатка). В этих точках велась непрерывная регистрация радона в камерах 

на, с шагом в 1 час. Для исходных данных и результатов моделирования 

проведена нормировка ОА Rn 3
Б к / м на максимум, поэтому величины на 

графиках указаны в относительных единицах. 

Так же известна классическая модель накопления радона с рядом 

допущений для упрощения решения задачи. 

 

 
Рис. 7. Коэффициент корреляции: 8 9 .7 %  - для предлагаемой модели (синяя), и 

1 7 %  - для классической модели (черная). 

 

Будем аппроксимировать данные при: 6 5 7N  , 1 3 1 4T  , 1
m a x

u  , 

0
0 .4 8 4 4 8 2 7 5 8 6u  ,

0
0 .1  . Предлагаемой моделью при 0 .2 5   с 

параметрами: 
0

( ) (1 )
m a x

a t u t T  , 0 .0 0 1b  ,
0

( ) (1 )
m a x

c t u t T  . И 

классической моделью. Расчетные кривые приведены на рис. 7. 

Показано, что предложенная модель с учётом нелинейности, может 

давать результаты, более близкие к реальным данным, по сравнению с 

известной моделью. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Диссертационная работа посвящена исследованию задачи Коши для 

уравнения Риккати с непостоянными коэффициентами и с дробной 

производной переменного порядка типа Герасимова-Капуто, а также его 

применению для описания различных динамических процессов с 

насыщением и эффектом памяти. Основные результаты исследования 

состоят в следующем: 

1. Предложена математическая модель для описания процессов с 

насыщением на основе уравнения Риккати с непостоянными 

коэффициентами и с дробной производной переменного порядка; 

2. Предложены численные методы решения математической модели: 

нелокальная явная конечно-разностная схема (EFDS), нелокальная неявная 

конечно-разностная схема (IFDS) и модифицированный метод Ньютона 

(MNM) для решения IFDS; 
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3. Исследуются вопросы аппроксимации, устойчивости и сходимости 

методов. Показано, что EFDS условно сходятся с первым порядком 

точности ( )O  . IFDS устойчив и порядок сходимости
ˆ2

( )O



 ; 

4. Проведена оценка порядка вычислительной точности предложенных 

численных методов по правилу Рунге, а также в сравнении с точным 

решением. Показано, что порядок расчетной точности численных методов 

приближается к теоретическому порядку точности с увеличением узлов 

расчетной сетки; 

5. Разработан программный комплекс, включающий библиотеку 

процедур для численного решения уравнения Риккати с непостоянными 

коэффициентами и с дробной производной переменного порядка, с 

возможностью визуализации результатов; 

6. Рассмотрены различные приложения уравнения Риккати с 

непостоянными коэффициентами и с дробной производной переменного 

порядка, для моделирования динамических процессов с насыщением: 

динамика солнечной активности, динамика накопления радона в 

накопительной камере и динамика распространения коронавирусной 

инфекции Covid-19 в республике Узбекистан и Российской Федерации. С 

помощью данных наблюдений, описанных выше процессов, были 

наилучшим образом определены параметры предложенной математической 

модели, что указывает на ее адекватность и применимость к процессам 

насыщения с учетом динамической памяти. 
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INTRODUCTION (abstract of PhD thesis) 
 

The aim of the study is to develop mathematical models of some processes 

with saturation based on the Riccati equation with non-constant coefficients and a 

fractional derivative of a variable order, and to develop effective numerical 

methods for solving. 

Object of study. Processes with saturation, which are described by the model 

Riccati equation with non-constant coefficients and with a fractional derivative of a 

variable order. 

The scientific novelty of the research is as follows: 

a new mathematical model based on the Riccati equation with non-constant 

coefficients and with a variable-order fractional derivative of the Gerasimov-

Caputo type is proposed to describe processes with saturation; 

theorems of approximation, stability and convergence of a non-local implicit 

finite-difference scheme, as well as a non-local explicit finite-difference scheme, 

are proved; 

the necessary condition for the convergence of the modified Newton's method 

for solving the proposed mathematical models is shown; 

the computational accuracy of numerical methods was estimated according to 

the Runge rule; 

the computational accuracy of numerical methods was estimated in 

comparison with the exact solution; 

a software package was developed in the environment of computer symbolic 

mathematics Maple 2021, which implements the numerical solution of the 

proposed mathematical models with the possibility of visualizing the results. 

Implementation of the research results. Based on the obtained scientific 

results on the numerical solution of the Riccati equation with non-constant 

coefficients and a derivative of a fractional variable order, its numerical analysis, 

theoretical and practical estimates confirming them, the stability and convergence 

of the numerical solution, and using the developed user library: 

for the mathematical model ( ) 2

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ,

t

t
u a t u t b t u t c t


      

0
( 0 )u u , a computer program "MMDCSA program - mathematical modeling of 

the dynamics of solar activity cycles" was developed and applied to study 23 and 

24 cycles of solar activity, when performing research work under the RFBR grant 

No. 19-31-50027mol\_nr on the topic "Mathematical modeling of some physical 

processes using the hereditary Riccati equation” (Federal State Budgetary 

Institution of Science Institute of Cosmophysical Research and Radio Wave 

Propagation, Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences, reference 

No. 54 dated February 3, 2022). As a result, the model parameters were refined 

using experimental data, and it was shown that solar activity is decreasing. 

The proposed mathematical model 
( ) 2

0

2 2( ) ( ) 0 ,
t

t

t tu u t
T N T N




 
    

 

 

( 0 ) 0u c o n s t    was applied to study the dynamics of solar activity at the ascent 

stage, when performing research work on the topic "Mathematical modeling of 
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processes in geophysics and elementary particle physics" No. AAAA-A19-

119013190079-5 (Institute of Applied Mathematics and Automation - branch of 

the Federal State scientific institution "Federal Scientific Center "Kabardino-

Balkarian Scientific Center of the Russian Academy of Sciences" No. 01-14/03 

dated February 1, 2022) As a result, when comparing the numerical solution with 

the observed data on solar activity, it is shown that the proposed model is in good 

agreement with the dynamics solar activity in a specified period, allows you to 

highlight trends and detects memory effects. 

The structure and volume of the thesis: The dissertation consists of: 

introduction, 3 chapters, conclusion, glossary of terms, main publications of the 

author, list of references and 3 appendices. The dissertation contains: 138 pages, 37 

figures, 5 tables, 120 sources. 
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