
❰á îäíîé ýðåäèòàðíîé êîëåáàòåëüíîé ñè❝òåìå ñ ó÷åòîì
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➚ííîòàöèÿ

➶ ðàáîòå áûëà ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü✱ êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýôôåêò ïðèëè✲
ïàíèÿ ñêîëüæåíèÿ ✭st✐❝❦✲s❧✐♣✮ ñ ó÷åòîì ýðåäèòàðíîñòè✳ ➪ûëà ïîñòðîåíà ÿâíàÿ êîíå÷íî✲
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ✃îøè✳ Ïîñòðîåíû íà åå îñíîâå îñöèëëî✲
ãðàììû è ôàçîâûå òðàåêòîðèè✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ýðåäèòàðíîñòü✱ st✐❝❦✲s❧✐♣ ýôôåêò✱ îñöèëëîãðàììû✱ ôàçîâàÿ òðàåê✲
òîðèÿ✳

➶âåäåíèå

Ýôôåêò st✐❝❦✲s❧✐♣ ✭ïðèëèïàíèÿ✲ñêîëüæåíèÿ✮ âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷àõ òðèáîëîãèè✱ íàïðèìåð
êîãäà èññëåäóåòñÿ äâèæåíèå ãðóçà íà ïðóæèíå âäîëü ïîâåðõíîñòè✳ ➬à ñ÷åò àäãåçèè ãðóç
ïðèëèïàåò ê ïîâåðõíîñòè✱ à çà ñ÷åò íàòÿæåíèÿ ïðóæèíû îòðûâàåòñÿ è ñêîëüçèò âäîëü íåå
ïðè ýòîì ïðîèñõîäÿò åãî êîëåáàíèÿ ❬✶✱ ✷✱ ✸❪✳ Ýôôåêò st✐❝❦✲s❧✐♣ ìîæåò òàêæå áûòü çàëîæåí
â îñíîâó ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè çåìëåòðÿñåíèÿ â çîíå ñóáäóêöèè ëèòîñôåðíûõ ïëèò ❬✹❪✳

➶ ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì èññëåäîâàòü íåëèíåéíûé ýðåäèòàðíûé îñöèëëÿòîð✱ êîòîðûé
õàðàêòåðèçóåò ýôôåêò st✐❝❦✲s❧✐♣ ❬✺✱ ✻❪✳ ❮àïîìíèì✱ ÷òî â â ðàáîòàõ ❬✺✱ ✻❪ ìû ðàññìàòðèâàëè
ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ýôôåêòà st✐❝❦✲s❧✐♣ ❝ ó÷åòîì ýðåäèòàðíîñòè ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíûõ
ïîñòîÿííûõ ïîðÿäêîâ✳

➶ ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ýðåäèòàðíûé îñöèëëÿòîð st✐❝❦✲s❧✐♣ ýôôåêòà ñ äðîáíû✲
ìè ïðîèçâîäíûìè ïåðåìåííûõ ïîðÿäêîâ✱ êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè✳
Ïðè÷åì ïîðÿäêè äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîãóò çàâèñåòü íå òîëüêî îò ïåðåìåííîé t✱ íî è
îò ñàìîé ôóíêöèè ñìåùåíèÿ x (t)✳ ➶âåäåíèå òàêèì îáðàçîì äðîáíûõ óïðàâëÿþùèõ ïà✲
ðàìåòðîâ â ìîäåëüíîå óðàâíåíèå✱ îáîáùàåò ðàññìîòðåííûé â òðåòüåé ãëàâå íåëèíåéíûé
ýðåäèòàðíûé îñöèëëÿòîð ñ ó÷åòîì st✐❝❦✲s❧✐♣ ýôôåêòîì✱ ÷òî íåñîìíåííî ìîæåò ïðèâåñòè ê
íîâûì ñâîéñòâàì èëè ýôôåêòàì â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ✳

➘àëåå ìû ïîñòðîèì ÿâíóþ êîíå÷íî✲ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ðåøåíèÿ
îáîáùåííîé ìîäåëè st✐❝❦✲s❧✐♣ ýôôåêòà ñ ïåðåìåííûìè äðîáíûìè ïîðÿäêàìè✳ ➘àëåå ðàñ✲
ñìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòîé ñõåìû ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè óïðàâëÿ✲
þùèõ ïàðàìåòðîâ✱ ïîñòðîèì è èññëåäóåì ôàçîâûå òðàåêòîðèè✳

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîäèêà ðåøåíèÿ

❮àéòè ðåøåíèå x (t)✱ ãäå t ∈ [0, T ] ñëåäóþùåé çàäà÷è ✃îøè✿

∂
β(x(t),t)
0t x (τ) + λ∂

γ(x(t),t)
0t x (τ) + ωβ(x(t),t)x (t) = f (x (t) , t) , ✭✶✮

x (0) = x0, ẋ (0) = y0, ✭✷✮

ãäå ∂β(x(t),t)
0t x (τ) è ∂

γ(x(t),t)
0t x (τ) ✖ îïåðàòîðû ïðîèçâîäíûõ ➹åðàñèìîâà✲✃àïóòî äðîáíûõ ïî✲

ðÿäêîâ 1 < β (x(t), t) < 2, 0 < γ (x(t), t) < 1✱f (x (t) , t) = bt+c
∞
∑

n=1

an sin (nx (t))✱ b✖ ñêîðîñòü

ïåðåìåùåíèÿ ïðóæèíû✱ c ✖ ýíåðãèÿ àäãåçèè✱ λ ✖ êîýôôèöèåíò òðåíèÿ✱ ω ✖ ÷àñòîòà ñâî✲

áîäíûõ êîëåáàíèé✱ an = 2n
1
∫

0

cos (πnτ)

cosh2 (πτ)
dτ ✖ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðÿäà Ôóðüå✳

✸✵✹



❰ïåðàòîðû ➹åðàñèìîâà✲✃àïóòî✱ âõîäÿùèå â ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ✭✶✮✱ ìîãóò áûòü çà✲
ïèñàíû✱ ñîãëàñíî â âèäå✿

∂
β(x(t),t)
0t x (τ) =

1

Γ (2− β (x(t), t))

t
∫

0

ẍ (τ) dτ

(t− τ)β(x(t),t)−1
, ✭✸✮

∂
γ(x(t),t)
0t x (τ) =

1

Γ (1− γ (x(t), t))

t
∫

0

ẋ (τ) dτ

(t− τ)γ(x(t),t)
.

Ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè✱ ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ ✭✸✮✱ ñòàâèòñÿ çàäà÷à ✃îøè ✭✶✮✳
➬àäà÷à ✃îøè ✭✶✮ â ñëó÷àå✱ êîãäà äðîáíûå ïàðàìåòðû β è γ ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè✱

ïåðåõîäèò â çàäà÷ó ✃îøè ❬✺❪✱ åñëè ýòè êîíñòàíòû ðàâíû β = 2 è γ = 1✱ òî ïðèõîäèì ê
çàäà÷å ✃îøè äëÿ êëàññè÷åñêîãî ýôôåêòà st✐❝❦✲s❧✐♣ ❬✸❪✳

➬àäà÷à ✃îøè ✭✶✮ è ✭✷✮ â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ÿâíîãî ðåøåíèÿ✱ ïîýòîìó ìû áóäåò
ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ òåîðèè êîíå÷íî ðàçíîñòíûõ ñõåì ❬✼✱ ✽❪✳

Ïîñòðîèì ÿâíóþ êîíå÷íî✲ðàçíîñòíóþ ñõåìó✱ òàê êàê åå ïðîùå âñåãî ðåàëèçîâàòü íà
Ý➶❒✳ Ðàçîáüåì âðåìåííîé ïðîìåæóòîê [0, T ] íà N ðàâíûõ ÷àñòåé ñ øàãîì τ = T/N ✳
Òîãäà ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ x (t) äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ✃îøè ✭✶✮ è ✭✷✮ ïåðåéäåò â ñåòî÷✲
íóþ ôóíêöèþ x (tj)✱ ãäå tj = jτ, j = 0, 1, · · · , N − 1✱ êîòîðàÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçíîñòíîé çàäà÷è ✃îøè✳

❰ñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ äðîáíîãî äèôôåðåíöèðî✲
âàíèÿ ✭✸✮ è ✭❄❄✮✳ Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèÿì èç ðàáîòû ❬✾❪✱ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èõ äèñêðåòíûå
àíàëîãè äëÿ îïåðàòîðîâ ✭✸✮✿

∂
β(x(t),t)
0t x (τ) ≈ τ−β(xj ,tj)

Γ (3− β (xj, tj))

j−1
∑

k=0

pjk (xj−k−1 − 2xj−k + xj−k+1) , ✭✹✮

∂
γ(x(t),t)
0t x (τ) ≈ τ−γ(xj ,tj)

Γ (2− γ (xj, tj))

j−1
∑

k=0

qjk (xj−k−1 − 2xj−k + xj−k+1) , ✭✺✮

pkj = (k + 1)2−β(xj ,tj) − k2−β(xj ,tj), pkj = (k + 1)1−γ(xj ,tj) − k1−γ(xj ,tj).

➶ ñîîòíîøåíèÿõ ✭✹✮✲✭✺✮ áûëà èñïîëüçîâàíà ñîêðàùåííàÿ çàïèñü✿ x(tj) = xj✳
➮ñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé ✭✹✮✲✭✺✮✱ êîòîðûå ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ✭✶✮ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ

óñëîâèé ✭✷✮✱ ìû ïîëó÷àåì ÿâíóþ êîíå÷íî✲ðàçíîñòíóþ ñõåìó✳

x1 = τy0 + x0, j = 0,

xj+1 = Ajxj − Bxj−1 − B

j−1
∑

k=1

pjk (xj−k+1 − 2xj−k + xj−k−1)− ✭✻✮

−C

j−1
∑

k=1

qjk (xj−k+1 − xj−k)− ν sin (xj) + ξfj, j = 1, ..., N − 1,

Aj =
2A1 +B1 − ωβ(x(tj),tj)

A1 +B1

, B =
A1

A1 +B1

, C =
B1

A1 +B1

, ν =
ωβ(x(tj),tj)

A1 +B1

,

ξ =
1

A1 +B1

, A1 =
τ−β(x(tj),tj)

Γ (3− β (x (tj) , tj))
, B1 =

λτ−γ(x(tj),tj)

Γ (2− γ (x (tj) , tj))
,

➬àìåòèì✱ ÷òî ÿâíàÿ êîíå÷íî✲ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ✭✻✮ â ñëó÷àå êîãäà äðîáíûå ïàðàìåòðû
ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè è èìåþò çíà÷åíèÿ β = 2 è γ = 1✱ ïåðåõîäÿò â ëîêàëüíûå ðàñ÷åòíûå
ÿâíûå êîíå÷íî✲ðàçíîñòíûì ñõåìû äëÿ êëàññè÷åñêîãî ýôôåêòà st✐❝❦✲s❧✐♣✳
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Ðèñ✳ ✶✳ Ðàñ÷åòíûå êðèâûå✱ ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëàì ✭✻✮ ✭êðèâàÿ ✶✮ è ✭❄❄✮ ✭êðèâàÿ ✷✮✿ à✮
✲ îñöèëëîãðàììà✱ á✮ ✲ ñêîðîñòü îñöèëëÿòîðà✱ â✮ ✲ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ

Ðèñ✳ ✷✳ Ðàñ÷åòíûå êðèâûå✱ ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëàì ✭✻✮ è ✭❄❄✮✿ à✮ ✲ îñöèëëîãðàììà✱ á✮ ✲
ñêîðîñòü îñöèëëÿòîðà✱ â✮ ✲ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

➶ ðàáîòå ❬✸❪ áûëî ñêàçàíî✱ ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòîâåðíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî âçÿòü
ïåðâûå ñåìü êîýôôèöèåíòîâ ak â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè f (x(t), t) ✭✶✮✳ ➬íà÷åíèÿ ýòèõ êî✲
ýôôèöèåíòîâ âîçüìåì èç ðàáîòû ❬✸❪✿ a1 = 0.436, a2 = 0.344, a3 = 0.164✱ a4 = 0.058, a4 =
0.021, a6 = 0.004, a7 = 0.003✳

Ïðîâåäåì ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýðåäèòàðíîãî ýôôåêòà st✐❝❦✲s❧✐♣ ïî ôîðìóëàì ✭✻✮
è ✭❄❄✮ â çàâèñèìîñòè îò óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ✳ Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü
äðîáíûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ òîëüêî îò âðåìåíè t✱ ò✳å✳ β = β (t) è γ = γ (t)✳ Ïîòîì
ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé✱ êîãäà ýòè äðîáíûå ïàðàìåòðû çàâèñÿò åùå è îò ñìåùåíèÿ
x (t)✳

Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòð✿ β (t) = 1.8 − 0.03 sin (πt) , γ (t) = 0.6 − 0.04 cos (πt) , N =

✸✵✻



3000, δ = 50, τ = 0.05, λ = 0.3, b = 1, ω = 1, y0 = 0.3, x0 = 0.
❮à ðèñ✳ ✶ ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå êðèâûå ñìåùåíèÿ✱ ñêîðîñòè ñìåùåíèÿ è ôàçîâàÿ

òðàåêòîðèÿ✳ ❮à ðèñ✳ ✶à ïðèâåäåíà îñöèëëîãðàììà äëÿ ïðèìåðà ✺✳✽✳ ➶èäíî✱ ÷òî ïðè îòðû✲
âå ãðóç èñïûòûâàåò êîëåáàíèÿ✱ ïðè÷åì ñêîðîñòü òàêèõ îñöèëëÿöèé â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå
çàòóõàåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ✭✶✮á✳ Ýòîò ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ ýðåäèòàðíîñòüþ ïðîöåññà✳ ❮à
ôàçîâîé òðàåêòîðèè ✭✶✮â âèäíî✱ ÷òî ïîòåíöèàëüíûå ÿìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñòîé÷èâûå
ôîêóñû✳

Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòð✿ β (t) = 1.6−0.1 sin (πt) , γ (t) = 0.6−0.2 cos (πt) , N = 3000, τ =
0.05, δ = 50, λ = 0.3, b = 1, ω = 1, y0 = 0.3, x0 = 0.

❐èòåðàòóðà

❬✶❪ ➘åäêîâ ➹✳➶✳ ❮àíîòðèáîëîãèÿ✿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû è òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè ✴✴ Óñïåõè
ôèçè÷åñêèõ íàóê✳ ✷✵✵✵✳ Ò✳ ✶✼✵✱ ➑ ✻✳ Ñ✳ ✺✽✺✕✻✶✽✳

❬✷❪ ❉❛✉❜ ❊✳✱ ❈❛r❧s♦♥ ❏✳ ❙t✐❝❦✲s❧✐♣ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ s❤❡❛r str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ✴✴
P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✳ ✷✵✵✾✳ ❱♦❧✳ ✽✵✱ ♥♦✳ ✻✳ P✳ ✵✻✻✶✶✸✳

❬✸❪ Ðåõâèàøâèëè Ñ✳Ø✳ Ðàçìåðíûå ÿâëåíèÿ â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è íàíîòåõíî✲
ëîãèÿõ✳ ❮àëü÷èê✿ ✃➪❮Ö Ð➚❮✱ ✷✵✶✹✳ ✷✺✵ ñ✳

❬✹❪ ❙❝❤♦❧③ ❈✳ ❍✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❡❛rt❤q✉❛❦❡s ❛♥❞ ❢❛✉❧t✐♥❣✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♣r❡ss✱ ✷✵✵✷✳ ✹✼✶ ♣✳

❬✺❪ Ïàðîâèê Ð✳➮✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýôôåêòà st✐❝❦✲s❧✐♣ ó÷åòîì ýðåäèòàðíîñòè ✴✴
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