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В статье рассматриваются два алгоритма построения последовательностей
форшоков, связанных с главным событием заданной энергии, на осно-
ве ранее разработанной авторами статистической модели деформационного
процесса. Для исследования используется каталог землетрясений КФ ЕГС
РАН (01.01.1962− 31.12.2002, зона субдукции Курило-Камчатской островной
дуги). К последовательностям форшоков применяется метод наложения «эпох»
для получения эмпирического закона распределения форшоков в зависимости
от времени до главного события. Эмпирические кумулятивные законы распре-
деления времён ожидания форшоков аппроксимированы функцией Миттаг–
Леффлера на основании разработанной авторами дробной модели деформа-
ционного процесса и экспоненциальной функцией. Показано, что точность ап-
проксимации функцией Миттаг–Леффлера выше, чем экспоненциальной. Про-
ведён сравнительный анализ трёх параметров аппроксимирующих функций
для законов, полученных по результатам выполнения двух алгоритмов по-
строения последовательностей форшоков. Исходя из полученных значений па-
раметров функции Миттаг-Леффлёра деформационный процесс в рассматри-
ваемой области можно считать нестационарным и близким к стандартному
пуассоновскому.
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Введение

Исследования рядов сейсмических событий позволили выявить статистические
закономерности и наличие корреляций между событиями [1]-[4]. Хорошо известны
законы Гутенберга–Рихтера [5] и Омори–Уцу [6], свойство кластеризации в после-
довательностях афтершоков и форшоков, а также роях землетрясений, и т.д. [7]-[9].
Для изучения корреляций и определения критериев связности сейсмических собы-
тий используются блочно-иерархический подход [4], ETAS модель [3, 10], методы
определения основных энергетических ветвей [11]-[16], методы изучения сложных
сетей [17] и др., которые используют общепринятый подход к рассмотрению сей-
смического процесса как потока случайных событий в некотором объеме. Также
в таких исследованиях широко применяется теория фракталов и дробных про-
цессов. Характеристики среды, структура сетей разломов [18] и набор эпицентров
землетрясений [19] имеют фрактальную природу и определяются дробными зако-
нами [3, 17, 20].

Результатом большого количества построенных статистических моделей стал
вывод о том, что существует корреляция между сейсмическими событиями в рас-
сматриваемых каталогах на основе выбранных критериев [3, 7, 9], [14]-[16], [20]-[23].
В этом случае представление сейсмического процесса как потока независимых со-
бытий и его описание стандартным пуассоновским процессом становится некор-
ректным [2, 21, 24]. Корреляции между событиями в этих последовательностях
приводят к появлению свойств наследственности (нелокальность во времени, «па-
мять», эредитарность). Использование дробного процесса Пуассона для описания
процесса необратимых сейсмических деформаций является логическим продолже-
нием этого подхода, который учитывает свойства нелокальности [25, 26].

Эта статья является продолжением работ [13, 14], [25]-[27]. Для верификации
дробной модели процесса деформации в фазе активизации (фазе форшоков) ис-
пользуются последовательности форшоков, построенные на основе данных сей-
смического каталога [28] с помощью статистической модели [14, 27]. Именно фа-
за форшоков представляет интерес для целей прогноза землетрясений, а также
предшествующая ей фаза замираний [29]. По времени замирания можно оценить
энергию разрядки напряжений, а по периоду форшоков прогнозируется скорость
развития деформационного возмущения, что дает время краткосрочного прогно-
за. Использование трёхпараметрического дробного пуассоновского процесса рас-
ширяет возможности описания деформационных изменений. Можно учитывать не
только экспоненциальные, но и степенные корреляции между сейсмическими собы-
тиями, что позволяет моделировать как нормальные, так и аномальные процессы
активизации [26].

В данной статье предложены два алгоритма выделения последовательностей
форшоков. С их помощью получены две совокупности, которые используются для
построения эмпирических законов распределения частоты появления форшоков
фиксированного энергетического класса в зависимости от времени до главного со-
бытия заданного класса. Законы распределения аппроксимируются экспоненци-
альной функцией и возрастающей дробной функцией Миттаг–Леффлёра с пара-
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метрами ~µ, ν и ~ν на основании дробной модели деформационного процесса [26]:

Eν([~µ(t− t
∗)]~ν) =

∞∑
k=0

(
[~µ(t− t∗)]~ν

)k
Γ(νk+1)

(1)

где ~µ – средний поток событий в деформационном возмущении, ν – показа-
тель дробной производной (дробного процесса Пуассона), числовая характеристи-
ка свойства эредитарности процесса (0 < ν≤ 1), ~ν – показатель степени аргумента
функции Миттаг–Леффлёра, характеризующий нестационарные свойства процес-
са (0 < ~ν≤ 1), t∗ – момент времени главного удара (t < t∗). Проводится анализ
точности и сравнение параметров функции Миттаг–Леффлёра полученных при-
ближений.

Статистическая модель режима форшоков

Алгоритмы построения форшоковых последовательностей. Для построе-
ния статистической модели используем критерии определённые в работах [13, 14].
Два события считаем коррелированными между собой, если они удовлетворяют
пространственному критерию, который определяется неоднородностью среды [30],
временно́му критерию, выводимому из закона повторяемости событий Гутенберга–
Рихтера [31], и энергетическому критерию, согласно которому предшествующие
главному удару события имеют меньшую энергию (магнитуду или энергетический
класс). Построение последовательности коррелированных (связанных) сейсмиче-
ских событий, образующих кластер, определяется близостью предшествующих со-
бытий к событию, которое они инициируют, на основании вводимых критериев.

Идентификация предшествующих событий как форшоков проводится по сле-
дующему алгоритму. Пространственно-временная область подготовки главного со-
бытия определяется масштабами в пространстве Rd и во времени Rt, зависящими
от энергетического класса готовящегося события [13, 14]. Предшествующее зем-
летрясение считаем форшоком и включаем в последовательность (кластер), если
выполнены следующие условия:

1. промежуток времени между главным событием c номером j и предшествую-
щим ему с номером i не превышает временно́й масштаб Rt: ∆t= (tj− ti)≤ Rt;

2. расстояние между главным событием и предшествующим ему не превыша-
ет пространственный масштаб Rd: ∆d = |rj− ri| ≤ Rd, где r – радиус-вектор
гипоцентра события из выбранной точки отсчёта;

3. энергетический класс Kf предшествующего события меньше класса K глав-
ного события.

Алгоритм I. Последовательность форшоков главного события составляется на
основании критериев 1–3, т. е. рассматриваются события коррелирующие только
с главным событием на основании принятых критериев и включаются в кластер.
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Попадание в область подготовки события с большей энергией останавливает работу
алгоритма.

Алгоритм II. Если на основании критериев 1–3 событие маркируется как фор-
шок главного события, то этот же алгоритм применяем к нему, т. е. переходим на
меньший энергетический уровень и ищем форшоки уже для него, и т. д. спускаемся
по уровням (таким образом учитываем ветвление процесса). Алгоритм работает,
если в область подготовки рассматриваемого события попадает событие (форшок)
меньшей энергии. В противном случае, алгоритм возвращается на один энерге-
тический уровень выше. Эта процедура продолжается до достижения исходного
(главного) события. Данный алгоритм продолжает работу до исчерпания связан-
ных событий (форшоков) меньшей энергии.

Обработка исходных данных каталога. Для исследования был использован
каталог землетрясений Камчатского филиала единой геофизической службы РАН
за период с 1 января 1962 г. по 31 декабря 2002 г. для зоны субдукции Курило-
Камчатской островной дуги (область 46◦− 62◦ с.ш., 158◦− 174◦ в.д.) [28]. Объём
выборки составляет n = 79282, в каталоге представлены события энергетических
классов 4.1−16.1.

Статистика количества землетрясений в зависимости от их энергетического
класса показала, что выборка для землетрясений с энергией меньше 8.5 класса
и больше 15 класса не представительна. В связи с этим, события таких классов в
исследовании не используются.

Параметр ~µ аппроксимирующей функции Миттаг–Леффлёра (1) определяет
среднюю плотность потока событий в деформационном возмущении. Оцениваем
этот параметр с помощью закона Гутенберга–Рихтера [31], полученного в резуль-
тате обработки используемого каталога [28]. При увеличении значений энергети-
ческих классов событий от 8.5 до 12.9, оценочные значения интенсивности изме-
няются соответственно в пределах ∼ 10−1÷10−3.

Для исследования и построения эмпирических законов распределения времён
ожидания форшоков P∗(τ) рассматривались главные события классов 12.0−12.9
(≈ 5− 5.5 магнитуды Рихтера). Использование событий данных классов опре-
делялось достаточно большими объёмами их выборок (более 50 событий),
пространственно–временными областями подготовки землетрясений и объёмами
выборок форшоков, разложенных по энергиям. Для землетрясений более высоких
энергий выборка значительно меньше, например, для класса 13.0 она составляет
всего 32 события.

Наиболее часто регистрируемыми являются события классов 8.5− 10, поэто-
му именно они оказывают влияние на вид эмпирических функций распределения.
Отметим, что несмотря на большой объём каталога и объёмы выборок форшоков
для главных событий заданной энергии (1000−4000 форшоков), объёмы выборок
форшоков распределённых по энергиям не превышают 200− 300 событий. В таб-
лице 1 приведены основные характеристики выборок форшоков фиксированного
класса Kf для главных событий c энергетическими классами 12.0, 12.3, 12.7, 12.9.
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Таблица 1

Характеристики форшоковых последовательностей [Characteristics of
foreshock sequences]

Класс
главного
удара, K

Объём выборки
главных ударов

Объём выборки
всех форшоков

Класс
форшо-
ка, Kf

Объём выборки
форшоков Kf

алг.I алг.II алг.I алг.II

12.0 116 943 963 8.5 88 88
8.9 68 71

12.3 95 1222 1245 8.5 104 107
9.1 75 75

12.7 63 2255 2390 8.6 159 174
9.0 134 140

12.9 62 3575 3875 8.5 290 322
8.8 238 262
9.0 213 236
9.8 128 137

Методика построения эмпирической функции распределения P∗(τ) фор-
шоков для главного события с заданной энергией.

Считаем, что главное событие с энергией K произошло в момент времени t∗.
Тогда аргумент τ эмпирической функции распределения P∗(τ) для форшока, про-
изошедшего в момент времени t, где t < t∗, определяется как

τ= t− t∗, τ < 0. (2)

Заметим, что отрицательные значения аргумента τ используются исключительно
для наглядности и смысловая нагрузка знака «минус» состоит в том, что наступле-
ние форшоков по времени происходит раньше главного удара (левее по оси времени
относительно нуля).

Для построения закона распределения P∗(τ) относительной частоты появления
форшоков в зависимости от времени τ до главного события с энергией K исполь-
зовался метод наложения «эпох». Все события, входящие в полученные класте-
ры форшоков для главных событий энергетического класса К, распределялись по
временной оси с шагом дискретизации в один день. Если интервал содержал ме-
нее пяти событий, то он объединялся со смежным временны́м интервалом [32].
На основании полученной статистики составлялись эмпирические законы распре-
деления P∗(τ) как для выборки форшоков всех рассматриваемых энергий (рис.1),
так и форшоков фиксированного класса Kf (раскладывали по энергетическим мас-
штабам), которые были получены в результате применения двух вышеописанных
алгоритмов (алгоритм I (рис.2, 3), алгоритм II (рис.2, 4)).
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Аппроксимация эмпирических законов на основании дробной
модели деформационного процесса

На рисунке 1 в логарифмическом масштабе построены эмпирические функ-
ции P∗(τ) распределения относительной частоты появления форшоков всех клас-
сов в зависимости от времени до главного события. На горизонтальной оси отло-
жен аргумент τ – приращение времени (2) в днях до главного события. Главно-
му событию соответствует значение τ= 0. Графики, полученные в логарифмиче-
ском масштабе, нелинейны, но есть часть графика, близкая к линейной. В двойном
логарифмическом масштабе линейность отсутствует. Полученные закономерности
показывают, что статистические распределения ближе к экспоненциальной зако-
номерности, чем степенной.

а) алгоритм I б) алгоритм II

Рис. 1. Графики эмпирических функций P∗(τ) распределения частоты появления
форшоков в зависимости от времени до главного удара с энергетическим
классом 12.0, 12.3, 12.7, 12.9 в логарифмическом масштабе. События (фор-
шоки) связаны с главным ударом на основании: а) алгоритма I, б) алгорит-
ма II.

[Figure 1. The plots of empirical distribution functions P∗(τ) of the occurrence
frequency of foreshocks depending on the time before the mainshocks with
the energy classes 12.0, 12.3, 12.7, 12.9 on a logarithmic scale. Foreshocks
are related to the mainshock based on: a) algorithm I, b) algorithm II.]

На основании дробной модели деформационного процесса [26] эмпирические
законы P∗(τ) распределения относительной частоты форшоков для землетрясений
энергетических классов 12.0, 12.3, 12.7, 12.9 аппроксимировали функцией Миттаг–
Леффлёра (1) и экспонентой eµτ (рис. 2–4).

Функция Миттаг–Леффлёра представлена в виде разложения в ряд, включа-
ющий 201 член. Для определения параметров ~µ, ν, ~ν аппроксимирующей функ-
ции Миттаг–Леффлёра и параметра µ экспоненты использован метод наименьших
квадратов. Параметры функции Миттаг–Леффлёра выбирались путём перебора
значений из заданных промежутков с шагом 0.01 для ν и ~ν и с шагом 0.001 для ~µ

на основании минимизации как квадрата отклонения Smin, так и ошибки аппрок-
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симации ε. Результаты приведены в таблице 2 и на рис. 2–4, где точечный график
соответствует эмпирической функции P∗(τ), график функции Миттаг–Леффлёра
изображён сплошной линией, график экспоненты – штриховой линией.

(a) e0.055τ, E1((0.064τ)0.77) (b) e0.049τ, E1((0.061τ)0.62)

(c) e0.042τ, E0.99((0.048τ)0.82) (d) e0.038τ, E0.97((0.044τ)0.84)

Рис. 2. Аппроксимация эмпирического закона P∗(τ) распределения времён ожи-
дания форшоков (класс Kf) для главного события (класс K = 12.0, 12.3)
функцией Миттаг–Леффлёра Eν((~µτ)~ν) (1) и экспонентой eµτ.

[Figure 2. Approximation of the eCDF P∗(τ) of waiting time of foreshocks (class Kf) for
the mainshock (class K= 12.0, 12.3) by the exponential function eµτ and the
Mittag-Leffler function Eν((~µτ)~ν).]
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(a) e0.023τ, E1((0.025τ)0.88) (b) e0.024τ, E1((0.026τ)0.92)

(c) e0.02τ, E1((0.02τ)0.99) (d) e0.022τ, E1((0.021τ))

(e) e0.019τ, E1(0.018τ) (f) e0.019τ, E1((0.02τ)0.9)

Рис. 3. Аппроксимация эмпирического закона P∗(τ) распределения времён ожида-
ния форшоков (класс Kf) для главного события (класс K = 12.7, 12.9) экс-
понентой eµτ и функцией Миттаг–Леффлёра Eν((~µτ)~ν) (1). Эмпирический
закон получен по алгоритму I.

[Figure 3. Approximation of the eCDF P∗(τ) of waiting time of foreshocks (class Kf) for
the mainshock (class K= 12.7, 12.9) by the exponential function eµτ and the
Mittag-Leffler’s function Eν((~µτ)~ν). The eCDF P∗(τ) is obtained by the algo-
rithm I.]
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(a) e0.02τ, E1((0.021τ)0.94) (b) e0.02τ, E0.95((0.023τ)0.85)

(c) e0.017τ, E1((0.018τ)0.91) (d) e0.019τ, E1((0.019τ)0.98)

(e) e0.017τ, E1(0.016τ) (f) e0.017τ, E0.91((0.02τ)0.93)

Рис. 4. Аппроксимация эмпирического закона P∗(τ) распределения времён ожида-
ния форшоков (класс Kf) для главного события (класс K = 12.7, 12.9) экс-
понентой eµτ и функцией Миттаг–Леффлёра Eν((~µτ)~ν) (1). Эмпирический
закон получен по алгоритму II.

[Figure 4. Approximation of the eCDF P∗(τ) of waiting time of foreshocks (class Kf) for
the mainshock (class K= 12.7, 12.9) by the exponential function eµτ and the
Mittag-Leffler’s function Eν((~µτ)~ν). The eCDF P∗(τ) is obtained by the algo-
rithm II.]
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Таблица 2

Характеристики функций, аппроксимирующих эмпирический закон P∗(τ)
[The parameters of functions approximating the eCDF P∗(τ)]

K Kf P(τ)
Smin

Ошибка

ε, %

Плотность

потока µ, ~µ
ν ~ν

I II I II I II I II I II
eµτ 0.113 12.57 0.055

12.0 8.5
Eν((~µτ)

~ν) 0.03 9.55 0.064 1 0.77
eµτ 0.171 17,63 0.049

12.0 8.9
Eν((~µτ)

~ν) 0.012 8.34 0.061 1 0.62
eµτ 0.064 11,07 0.042

12.3 8.5
Eν((~µτ)

~ν) 0.007 3.48 0.048 0.99 0.82
eµτ 0.033 9.97 0.038

12.3 9.1
Eν((~µτ)

~ν) 0.003 3.54 0.044 0.97 0.84
eµτ 0.071 0.057 10.94 7.27 0.023 0.02

12.7 8.6
Eν((~µτ)

~ν) 0.021 0.033 9.03 6.84 0.025 0.021 1 1 0.88 0.94

12.7 9.0
eµτ 0.043 0.069 11.08 9.35 0.024 0.02

Eν((~µτ)
~ν) 0.022 0.01 9.99 6.58 0.026 0.023 1 0.95 0.92 0.85

12.9 8.5
eµτ 0.016 0.022 6.68 5.01 0.02 0.017

Eν((~µτ)
~ν) 0.014 0.004 6.47 4.99 0.02 0.018 1 1 0.99 0.91

12.9 8.8
eµτ 0.016 0.012 7.18 2.99 0.022 0.019

Eν((~µτ)
~ν) 0.009 0.009 7 2.79 0.021 0.019 1 1 1 0.98

12.9 9.0
eµτ 0.043 0.022 10.89 6.54 0.019 0.017

Eν((~µτ)
~ν) 0.017 0.012 10.49 6.22 0.018 0.016 1 1 1 1

12.9 9.8
eµτ 0.026 0.054 6.43 9.23 0.019 0.017

Eν((~µτ)
~ν) 0.005 0.005 3.97 4.06 0.02 0.02 1 0.91 0.9 0.93

I – эмпирический закон получен по алгоритму I; II – эмпирический закон получен по алгоритму II.

[I – the eCDF is obtained by the algorithm I, II – the eCDF is obtained by the algorithm II]

Результаты и обсуждение

По результатам обработки каталога с использованием двух алгоритмов, све-
дённым в табл. 1, закономерно получаем по второму алгоритму бо́льший объём
выборок форшоков. Объёмы выборок форшоков для главных событий с энергия-
ми меньше класса 12.5 в обоих случаях отличаются незначительно, что объясняет-
ся малой пространственно–временно́й областью их влияния. Общая тенденция для
обоих алгоритмов – увеличение объёма выборки форшоков при увеличении класса
главного события в связи с увеличением пространственно-временной области под-
готовки землетрясения и уменьшение объёмов выборок форшоков при увеличении
класса форшоков.

Использование метода наложения «эпох» позволило построить эмпирические
законы распределения времён ожидания форшоков. Эмпирические законы, по-
лученные по двум алгоритмам, для главных событий одинакового класса мень-
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шего 12.5 совпали. Также необходимо отметить уменьшение частоты появления
форшоков на отдельных интервалах времени для выборок главных событий бо-
лее высокого класса, что связано с уменьшением объёмов выборок и увеличением
временного масштаба главных событий, несмотря на увеличение количества фор-
шоков в целом. Кроме того, при удалении по времени (с шагом в один день) от
главного события количество событий на промежутках уменьшается и в «хвосте»
распределения наблюдается не более одного события на интервал. При увеличении
объёмов выборок главных событий частота форшоков в «хвосте» распределения
увеличивается, что соответственно приводит к уменьшению значений параметров
ν и/или ~ν.

Сравнение результатов аппроксимации функцией Миттаг–Леффлёра и экс-
понентой показало более высокую точность приближения функцией Миттаг–
Леффлёра (табл. 2). Погрешность аппроксимации для функции Миттаг–
Леффлёра составляет единицы процентов и меньше ошибки аппроксимации экспо-
ненциальной функцией, за исключением случаев, когда экспонента является наи-
лучшим приближением (ν= ~ν= 1). Эмпирические законы, полученные в результа-
те применения второго алгоритма, имеют более точную аппроксимацию функцией
Миттаг–Леффлёра.

На основании полученных приближений эмпирических законов P∗(τ) функци-
ей Миттаг–Леффлёра (1) получены значения средней плотности ~µ потока событий
в деформационном возмущении порядка 10−2, что не противоречит оценкам по
данным каталога. Отметим, что оба алгоритма дали эмпирические законы с близ-
кими значениями параметра ~µ аппроксимирующей функции (1) при фиксирован-
ных значениях энергетических классов главного события и форшоков. Значения ~µ

уменьшаются при увеличении класса K главного события (таб.2), что соответствует
уменьшению потока более сильных землетрясений по сравнению с более слабыми.

При увеличении класса главного события появляется тенденция к увеличению
значений параметра ~ν (стремление к единице), характеризующего нестационар-
ность деформационного процесса. Таким образом, при увеличении класса глав-
ного события процесс становится ближе к стационарному случаю. Что касается
параметра ν, то чаще его значения равны единице. Это говорит об отсутствии или
слабой «памяти» у процесса, т. е. это процесс по своему характеру ближе к стан-
дартному пуассоновскому. Однако присутствуют значения параметра ν и меньше
единицы, что говорит о наличии свойств эредитарности и дробности пуассоновско-
го процесса. Отметим, что на полученные результаты влияет как выбор алгоритма,
так и критериев. Поэтому изменение или уточнение критериев может привести и
к уточнению результатов аппроксимации.

Заключение

В работе на основании критериев, связанных с характеристиками среды об-
ласти подготовки и энергией землетрясения, построены форшоковые последова-
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тельности (кластеры). Получены функции распределения относительной частоты
появления форшоков в зависимости от времени до главного удара.

Функции распределения аппроксимированы с помощью дробной функции
Миттаг–Леффлёра со степенным аргументом, которая учитывает свойства эре-
дитарности (историю процесса) и нестационарности. Варьирование фрактальных
параметров ν и ~ν и масштабного коэффициента ~µ функции Миттаг–Леффлёра
позволило получить приближение для эмпирических функций с более высокой
точностью, чем с помощью экспоненты.

На основании полученных результатов можно сделать вывод о процессе дефор-
мации в рассматриваемой области как о нестационарном и близком к стандартному
пуассоновскому процессу.

Следует отметить, что в связи с небольшим объемом данных сейсмология ста-
тистически недостаточна для строгого решения проблемы выбора модели дефор-
мации в пользу дробного пуассоновского процесса. Однако он остается предпочти-
тельным из-за его универсального характера.
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Approximation of the waiting times distribution laws for
foreshocks based on a fractional model of deformation activity
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The article discusses two algorithms for constructing sequences of foreshocks
associated with the main event of a given energy, based on the statistical model
of the deformation process previously developed by the authors. Catalog of the
Kamchatka Branch of the Geophysical Survey of Russia Academy of Sciences for
the period from 1 January 1962 to 31 December 2002 for the Kuril-Kamchatka
island arc subduction zone is used for research (area 46◦–62◦ N, 158◦–174◦ E) [28].
The method of «epochs» is applied to the sequences of foreshocks to obtain an
empirical cumulative distribution function (eCDF) P∗(τ) of relative frequency of
foreshocks occurrence depending on the time before the mainshock. Based on the
fractional model of the deformation process developed by the authors, the empirical
cumulative distribution function P∗(τ) of foreshocks waiting time are approximated
by the Mittag-Leffler function and the exponential function. It is shown that the
accuracy of the approximation by the Mittag-Leffler function is higher than the
exponential one. A comparative analysis of three parameters of approximating
functions for the empirical distributions obtained from the results of two algorithms
for constructing sequences of foreshocks is carried out. Based on the obtained
values of the parameters of the Mittag-Leffler function, the deformation process
in the considered region can be considered non-stationary and close to the standard
Poisson process.

Key words: foreshocks, approximation, fractional Poisson process, Mittag-
Leffler function, non-local effect, non-stationarity, statistical model, fractional
model.
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