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ВВЕДЕНИЕ

В связи с необходимостью развития методов
дистанционного зондирования сред с фракталь�
ными свойствами [1] представляет интерес полу�
чить решения волновой задачи нестационарных
отражений с учетом многократного рассеяния и
эффектов памяти. Эти решения могут найти при�
менение в диагностике нелокальных процессов в
диэлектриках, плазме и упругих телах.

Получить решение нестационарной задачи отра�
жения с учетом процессов многократного рассея�
ния волн и реакции среды можно с помощью мето�
да инвариантного погружения [2, 3], а для представ�
лений отклика среды можно воспользоваться
моделями степенной релаксации [4–6] или дроб�
ных осцилляций [6–8]. Ниже будут рассматривать�
ся отражения электромагнитных волн, однако по�
лученные решения могут быть без особых измене�
ний использованы и в акустике фрактальных сред.

В случае достаточной протяженности среды
будут сказываться одновременно эффекты мед�
ленной степенной релаксации и многократного
рассеяния. Исследованию специфики возникаю�
щих при этом отражений, представляющих инте�
рес для развития методов дистанционного зонди�
рования, и посвящена данная работа.

1. ВОЛНЫ В ОДНОМЕРНЫХ ОДНОРОДНЫХ 
СРЕДАХ С ДИСПЕРСИЕЙ

А. Задача отражения

В одномерном случае уравнения Максвелла для
электрических  и магнитных ( , )xE E z t= ( , )yH H z t=

компонент полей с учетом временной дисперсии
будут иметь вид [5]:

(1)

где  и  – диэлектрическая и магнитная прони�
цаемость вакуума,  – относительная диэлек�
трическая восприимчивость среды,  – харак�
теристическая функция среды, форма ее отклика
от воздействия дельта�импульсом электрическо�
го поля. При большой толщине слоя начинают
сказываться эффекты многократного рассеяния,
которые проявляются в том, что отраженный сре�
дою сигнал отличается от 

В случае среды без дисперсии характеристи�
ческая функция принимает вид дельта�функции

 а электрическая индукция D → ε(1 +

+ κ(z))E =  где  – относитель�
ная диэлектрическая проницаемость среды. Для
упрощения магнитные дисперсионные эффекты
не учитываются.

Рассмотрим задачу о падении волны справа
на слой однородной среды, расположенный в
области пространства 0 < z < L. Для коэффици�
ента отражения монохроматической волны от
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слоя  можно получить уравнение Рикка�
ти [3]

(2)

Обратное преобразование Фурье  – вол�
на  отраженная от слоя среды в случае пада�
ющего дельта�импульса, которая называется яд�
ром оператора рассеяния назад. Уравнение для

 можно получить из (2).

Если в нем перейти к удвоенному времени
прохода  и сделать подстановки  =

=  и  (  – тета�функция), то

для величины  найдем уравнение

(3)

с граничным условием  = 

Если  что соответствует исчезнове�
нию эффектов памяти, то в случае однородного
слоя, в котором  правая часть урав�
нения (3) не стремится к нулю, поскольку оста�
ются многократные отражения волны от границ
слоя. Такие отражения не представляют интереса
и могут быть исключены из рассмотрения с помо�
щью формул Френеля [3].

Б. Случай отражения от полупространства

В задаче отражения от однородного слоя, в
котором  можно выполнить переход
к полупространству, предполагая, что существу�
ет решение уравнения (2), стационарное по τ.

Приравняв в (2) нулю значение  полу�

чим уравнение для коэффициента отражения
 решение которого будет иметь вид:

(4)

Затухающему отражению соответствует знак
плюс. Волна  – ядро оператора рассеяния на�
зад от полупространства – будет рассмотрено
ниже.
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В. Численная схема решения задачи отражения

Численную схему для уравнения (3) с граничным
условием можно записать следующим образом:

(5)

где  =    – шаг по χ

или t (их совпадение следует из равенства едини�
це скорости переноса),  N – число
шагов в слое. Результатом расчета данной схемы
будет треугольная матрица  , послед�
ний столбец которой  и будет искомым от�
ражением среды при падении на нее дельта�им�
пульса.

2. МОДЕЛИ СРЕДЫ С ДРОБНОЙ 
ЧАСТОТНОЙ ДИСПЕРСИЕЙ

Начнем с известной релаксационной модели
Коула–Коула для диэлектриков [4�6]:

 (6)

где  – оператор дроб�

ного дифференцирования,   – гамма�
функция, κ – относительная диэлектрическая
восприимчивость,  – поляризация,  – на�
пряженность электрического поля,  – времен�
ной масштаб, который только в случае  (экс�
поненциальной релаксации Дебая) приобретает
смысл времени релаксации. Если  то ре�
шением (6) будет степенная релаксация, для ко�
торой понятие среднего времени релаксации не
определено, поскольку его вычисление приводит
к расходимости интеграла.

Подстановкой  в (1) полу�
чаем волновое уравнение для среды с релаксацией.
В предельных случаях ее отсутствия (  или

), соответствующих невосприимчивому ди�
электрику, различия в результатах не возникают,
если  поменять на  что согласуется с
определением фрактала, которое связано с поня�
тием сжимающего отображения временного ин�
тервала  на себя, при этом α является парамет�
ром сжатия, а кратность отображения определяет
масштабный интервал.
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Рассмотрим возможность дробной релаксации
в плазме. Для описания усредненного движения
электрона во внешнем электрическом поле с уче�
том эффектов аномальной релаксации можно
воспользоваться уравнением [6–8]:

(6a)

где  – плазменная частота, α – показатель
дробности,   – нормированный
временной масштаб. Относительно  (6а) –
обобщенное уравнение Ланжевена, которое при

 переходит в обычное. Случай  или
 соответствует плазме без столкновений. 

Для описания аномальных колебаний элек�
трона, которые могут быть обусловлены фрак�
тальными флуктуациями его связи с атомом,
можно воспользоваться уравнением дробного ос�
циллятора [6–8]:

(6б)

где β – фрактальный параметр,   –
нормированный временной масштаб, соответ�
ственно ему  – частота релаксаци�
онных дробных колебаний. 

Параметры α,  и β,  являются
характеристиками двух дробных релаксационных
процессов различного целого порядка. Если оба
процесса дают вклад в отклик среды, то их необ�
ходимо одновременно учитывать в уравнении для
поляризации среды.
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Статистической моделью аномальной релакса�
ции для всех рассмотренных выше случаев может
служить дробный пуассоновский процесс [9–10].

3. ПОЛЯРИЗАЦИЯ СРЕДЫ

Решением (6) в области  если 
где  – тета�функция, будет [4]

(7)

где  =  – функция типа

Миттаг–Леффлера,  
Это решение с ростом t стремится к единице,

экспоненциально в случае  и степенным об�
разом, если  (рис. 1).

Характер решения, представленного на рис. 1,
говорит о том, что модель Коула–Коула (6) на са�
мом деле описывает возбуждение поляризации в
диэлектрике, который оказывает сопротивление
воздействию на него тэта�импульсом. Поэтому за�
крепленное за этой моделью название релаксатора
не совсем оправданно. При уменьшении α сопро�
тивление воздействию на больших временах воз�
растает, а на малых масштабах убывает. В частот�
ном представлении, разумеется, все наоборот.

Фундаментальное решение или функция Гри�
на оператора в левой части (6) получается диффе�
ренцированием выражения (7), которое для зна�
чений  дает [11]

(8)

На рис. 2 представлено решение (8) при раз�
личных значениях параметра дробности α.

Решение (8) имеет степенной характер, его по�
ведение в нуле определяется параметрами среды
и в дробном случае сингулярное, этим оно и отли�
чается от релаксации Дебая, 

В предельном случае быстрой релаксации, ко�
гда  при любом α,  и

 Это приводит к отсутствию
дисперсии.

Решения уравнений (6а) и (6б), если 
также определяют поляризацию 
в случае отклика среды на воздействие дельта�им�
пульсом.

Используя закон композиции операторов дроб�
ного дифференцирования, с учетом начального
условия  выполним в (6а) замену перемен�

ных  =  =  где  –
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Рис. 1. Рост поляризации после включения электри�
ческого поля в модели Коула–Коула при α = 1.0 (1),
0.9 (2), 0.8 (3), 0.7 (4), 0.6 (5), 0.5 (6), 0.4 (7).
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Запишем уравнение для относительной скоро�

сти изменения поляризации  =  по�
лагая в правой части выражения (6а) 

(9)

Поиск решения данного уравнения с учетом
условия  при  сводится в области 
к задаче с начальными данными  Найти
решение (9) нетрудно с помощью интегрального
преобразования.

Лаплас�образ функции  можно записать в
виде
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где  – нормированный масштаб
времени.

Согласно (10), оригиналом функции  будет
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На рис. 3 представлено решение (11) при различ�
ных значениях показателя дробности α и 
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шению к релаксации Дебая, и это отличие растет
с увеличением параметра α. Замедление релакса�
ции на больших временных масштабах означает,
что проводимость плазмы на низких частотах воз�
растает.

Найдем теперь зависимость поляризации от
времени при  Интегрируя выражение

(11) для  по времени  и умножая на  с уче�
том начального условия  получаем реше�
ние уравнения (6а) при 

(12)

где 
Это решение при различных значениях пока�

зателя дробности α,  и  представлено
на рис. 4.

Сравнение рис. 2 и 4 показывает, что поведение
поляризации в моделях (6) и (6а) при одном и том
же воздействии существенно отличается, что обу�
словлено различными восприимчивостями среды.

Аналогично находится решение уравнения (6б):

(13)

где  

( ) ( ).E t t= δ

( )P tν t 2,pω

(0) 0P =

( ) ( )E t t= δ :

2
( ) ( )

0

1
2

1 (1 )

0

1
2

1 (1 )

( ) ( )

;1
ˆ

;2 ,
ˆ

t

p pE t t

t

p

p

P t d

tE d

ttE

=δ

−α

−α

α

−α

−α

α

= ω ν τ τ =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ω − τ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ω −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫

0 1.< α <

1pω = 1,
α
τ =

2

2
1 (2 )( ) ( )

( ) ;2 ,
ˆ

pE t t
tP t tE

−β

−β=δ

β

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= ω −⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠⎝ ⎠

0 1,< β < ˆ (1 ).β βτ = τ − β

2.0

1.5

1.0

0.5

0
8642
t

1
2
3
4
5
6
7

P(t)

Рис. 2. Поляризация  в модели Коула–Ко�

ула при α = 1.0 (1), 0.9 (2), 0.8 (3), 0.7 (4), 0.6 (5), 0.5
(6), 0.4 (7).
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Рис. 3. Зависимость  в случае дробной релакса�
ции при α = 0.01 (1), 0.05 (2), 0.1 (3), 0.15 (4), 0.2 (5),
0.25 (6), 0.3 (7).
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На рис. 5 представлено выражение (13) при

различных показателях дробности β,  и
 Согласно рисунку, с ростом β релаксация

колебаний наступает быстрее, а в пределе 
устанавливаются гармонические колебания.

4. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ОТРАЖЕНИЙ

С помощью численного решения уравнения (3)
для ядра оператора рассеяния назад получим отра�
жения в диэлектриках, используя решение (8) в ка�
честве функции отклика среды  

1pω =

1.βτ =

0β →

( ) ( )
( ) ( ) .

E t t
f t P t

=δ

κ =

Отметим, что сингулярность выражения (8) в
нуле не создает трудностей с вычислениями. Зна�
чение  просто исключается из рассмотрения,
и вычисление начинается на следующем шаге.
Найденные отражения при различных значениях
α представлены на рис. 6, 

Рассмотрим отражения в плазме. Найдем ре�
шение (4) для коэффициента отражения  от
однородного полупространства среды, которое
выражается через спектр характеристической
функции 

В предельных случаях  или  соот�
ветствующих бесстолкновительной плазме, в
уравнении (6а) релаксационный член обращается
в нуль. Тогда выражение (6а) при  при�

нимает следующий вид:  а его спек�

тральным представлением будет 

В результате  Подставляя это вы�
ражение в равенство (4) и вычисляя обратное пре�
образование Фурье, найдем ядро оператора рассе�
яния назад для случая плазмы без столкновений:

(14)

где  – функция Бесселя. Это выражение мож�
но использовать для тестирования численного
алгоритма (5). График (14) приведен на рис. 7.

С помощью численного решения уравнения (3)
получим отражения в плазме. В случае дробной ре�
лаксации используем решение (12) уравнения (6а)
в качестве функции отклика среды  =
=  На рис. 8 представлены результаты

вычисления отражений в плазме  при 
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Рис. 4. Поляризация  в случае дробной ре�

лаксации при α = 0.01 (1), 0.05 (2), 0.1 (3), 0.15 (4),
0.2 (5), 0.25 (6), 0.3 (7).
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Рис. 5. Поляризация  в случае дробных ре�

лаксационных колебаний при β = 0.1 (1), 0.2 (2),
0.3 (3), 0.4 (4), 0.5 (5), 0.6 (6), 0.7 (7).
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0.9 (2), 0.8 (3), 0.7 (4), 0.6 (5), 0.5 (6), 0.4 (7).
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(случай релаксации Дебая), ωp = 1, νa = 1/τa   = 2,
1, 0.75, 0.5, 0.25.

При быстрой релаксации, соответствующей
большим значениям ее показателя  ко�
лебания в отражениях, которые имеют место в
случае идеальной плазмы (см. рис. 7), исчезают.

Зафиксируем теперь в решении (12) значения
параметров   и построим отражения

 при различных значениях показателя дробно�
сти α = 0.01, 0.1, 0.3, 0.5 (рис. 9).

С ростом α свойства среды приближаются к
случаю бесстолкновительной плазмы и в отраже�
ниях начинают появляться колебания. Однако их
период и затухание, в отличие от случая, пред�

1 ,
α α

ν = τ

1,
α

ν = 1pω =

( )R t

ставленного на рис. 8, начинают зависеть от пара�
метра α. 

Для моделирования отражений в случае ано�
мальных колебаний в среде будем использовать
решение (13) уравнения (6б). На рис. 10 приведе�
ны результаты вычисления  с параметрами

  β = 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7.

Форма отражений при дробных релаксацион�
ных колебаниях в среде также имеет особенности,
отличные от случая обычных релаксационных
колебаний. Это проявляется в том, что период и
затухание дробных колебаний зависят от пара�
метра β.

Отражения  можно использовать в целях ди�
станционной диагностики неоднородных фрак�

( )R t
1,βτ = 1,pω =

( )R t
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Рис. 7. Отражение  в случае бесстолкновительной
плазмы.
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плазме при α = 0.01 (1), 0.1 (2), 0.3 (3), 0.5 (4).
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тальных сред. Пространственное распределение
параметра  нетрудно восстановить, применяя
метод послойного “раздевания” [3] и линейную
аппроксимацию сигнала  =  вбли�
зи значения времени  при условии, что  –
известная функция.

В случае зондирующего импульса произволь�
ной формы  отраженный сигнал имеет вид 

 

поэтому сначала по измеренному сигналу  и
заданному исходному импульсу  находится

 а затем восстанавливается пространственное
распределение параметра 

При этом характер отражений будет зависеть
не только от параметров среды, диэлектрической
восприимчивости и временного масштаба релак�
сации, но и от формы зондирующего импульса.

Рассмотренная выше теория отражений с точ�
ностью до обозначений может быть использована
и в акустике вязкоупругих фрактальных сред. При
этом модель (6а) будет соответствовать вязким, а
модель (6б) – хрупким релаксационным процес�
сам с долговременной памятью. В зависимости от
соотношения между ними по сигналу рассеяния
назад можно определить, что преобладает в пла�
стических деформациях – крип или разрушение.
Данный активный метод позволяет наблюдать
одновременно оба процесса, в то время как метод
акустической эмиссии – только процесс разру�
шения. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методы акустической диагностики вязкоупру�
гих релаксационных фрактальных процессов мо�
гут найти применение в материаловедении и сей�
смологии при дистанционных исследованиях
формирования критических состояний среды, в
непосредственной близости к которым фракталь�
ные эффекты и проявляются. Они могут служить
предвестниками сейсмической опасности или
потери устойчивости сооружений.

Полученные выше решения можно использо�
вать в волновых экспериментах по модификации
состояния диэлектриков, плазмы и твердых тел и
обнаружению в них при этом формирования
фрактальных структур, например, таких как кла�
стеры каналов электрического пробоя, шаровые
молнии или очаги разрушений.

Использованный метод нахождения нестаци�
онарных волновых отражений позволяет учесть
пространственную дисперсию и нелинейные эф�
фекты, а также найти решения в случае много�
мерных сред.

Работа выполнена в соответствии с програм�
мами Отделения физических наук Российской
академии наук при финансовой поддержке Пре�
зидиума ДВО РАН (проекты № 12�I�ОФН�15,
№ 12�I�ОФН�16 и № 12�I�ОФН�17.
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