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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ìîäåëü ôðàêòàëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïîëó÷åíî
è èññëåäîâàíî åãî ðåøåíèå. Ïîñòðîåíû äèàãðàììû Ñòðåòòà-Àéíñà è ôàçîâûå òðàåêòîðèè
â çàâèñèìîñòè îò ôðàêòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ âõîäÿùèõ â èñõîäíîå óðàâíåíèå.

Введение

Â èçó÷åíèè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ïîíÿòèå íåðåãóëÿðíî-
ãî àòòðàêòîðà äëÿ îïèñàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà. Íåðåãóëÿðíûé àòòðàêòîð, êàê
ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðàêòàë ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé [1]. Â ñâîþ î÷åðåäü ïîíÿòèå
ôðàêòàëà ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðèåé ôèçèêè îòêðûòûõ ñèñòåì è äðóãèìè âàæíûìè ïîíÿòèÿìè
ñèíåðãåòèêîé è ñàìîîðãàíèçàöèåé [2].

Ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ ôðàêòàëà â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïðèâåëî ê íåîá-
õîäèìîñòè ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ èõ àíàëèçà. Îäíèì èç òàêèõ, íà ìîé âçãëÿä, ýôôåê-
òèâíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ [3]. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëèòü çàêîíîìåðíîñòè ÿâëåíèé íå òîëüêî â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, íî è â
äðóãèõ ñèñòåìàõ: ýêîíîìè÷åñêèõ èëè ñîöèàëüíî-ãóìàíèòàðíûõ. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü ìåòî-
äà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ìû íå òîëüêî
ïîäòâåðäèì èçâåñòíûå, íî è ïðèäåì ê íîâûì ðåçóëüòàòàì.

Ðàçðàáîòêà òåîðèè ôðàêòàëüíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ìåòîä èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â åñòåñòâåííûõ ñðåäàõ, íàïðèìåð â èíîñôåðíî-
ìàãíèòî- ñôåðíîé ïëàçìå äëÿ îïèñàíèÿ äèôôóçèè ðåçîíàíñíûõ ôîòîíîâ.

Постановка задачи и метод решения

Ïóñòü íåêîòîðàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà âèäà:

u′′ (τ) = F (t, u (t)) (1)

F (t, u (t)) − íåêîòîðàÿ ñèëà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ñìåùåíèÿ u (t). Ïóñòü ýòà çàâèñèìîñòü
âûãëÿäèò òàê:

F (t, u (t)) = − 1

Γ (β − 1)

t∫
0

u (τ) [cos (ωτ) δ + ξ] dτ

(t− τ)β−2
. (2)

Çäåñü ξ è δ ïàðàìåòðû � çàäàííûå êîíñòàíòû, 1 < β < 2. Èíòåãðàë (2) ñî ñòåïåííûì ÿäðîì
îçíà÷àåò, ÷òî êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò íåëîêàëüíîñòüþ ïî âðåìåíè, ò.å. �ïàìÿòüþ�.
Óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

u′′ (τ) = − 1

Γ (β − 1)

t∫
0

u (τ) [cos (ωτ) δ + ξ] dτ

(t− τ)2−β (3)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî
ïîðÿäêà:

∂β0tu (τ) + [δ + ξ cos (ωt)]u (t) = 0, (4)
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êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê ∂β0tu (τ) =
1

Γ (2− β)

t∫
0

u′′ (τ) dτ

(t− τ)β−1
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà β = 2 óðàâíåíèå (4) îïèñûâàåò ýôôåêò ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ìàòüå

u′′ (t) + [δ + ξ cos (ωt)]u (t) = 0 (5)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü â óðàâíåíèè (4) ξ = 0 è δ = φα, òî îíî ïåðåõîäèò â
èçâåñòíîå óðàâíåíèå äðîáíîãî (ôðàêòàëüíîãî) îñöèëëÿòîðà, êîòîðîå ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ
â ðàáîòàõ [4]-[6]:

∂β0tu (τ) + ωβu (t) = 0. (6)

Â ðàáîòå [4] ìîäåëèðîâàíèå ôðàêòàëüíîãî îñöèëëÿòîðà ïðîâîäèëèñü ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàòîðà äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, â ðàáîòàõ [5] è [6] ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà Êàïóòî (5), îäíàêî ïðàâèëüíåé íàçûâàòü åãî îïåðàòîðîì Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî,
òàê êàê óïîìèíàíèÿ îá ýòîì îïåðàòîðå ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Ãåðàñèìîâà À.Í. (1948 ã.)
[7].

Â ðàáîòå àâòîðà [8] èññëåäîâàëàñü çàäà÷à Êîøè äëÿ áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ òèïà (4):
íàéòè ðåøåíèå u (t), ãäå t ∈ [0, T ]:

∂β0tu (τ) + [δ + ξ cosα (ωt)]u (t) = 0, (7)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
u (0) = u1, u

′ (0) = u2. (8)

Çäåñü cosα (ωt) = Eα,1 [− (ωt)α] =
∞∑
k=0

(−1)k (tω)αk

Γ (αk + 1)
� îáîáùåííûé êîñèíóñ [5], ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ôóíêöèþ òèïà Ìèòòàã-Ëåôôëåðà ñ ïàðàìåòðîì 1 < α < 2 è êîòîðûé ïðè çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà α = 2 ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì êîñèíóñîì, ò.å. cos2 (ωt) = cos (ωt). Ïàðàìåòðû u1,
u2 � çàäàííûå êîíñòàíòû.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå óðàâíåíèé (4) è óðàâíåíèÿ
Ìàòüå (5) è ôðàêòàëüíîãî îñöèëëÿòîðà (6). Êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ óðàâ-
íåíèåì (7) óñëîâíî áóäåì íàçûâàòü фрактальным параметрическим осциллятором è åãî
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

u (t)− ξ
t∫

0

K (t, τ)u (τ)dτ = g (t) (9)

Çäåñü ÿäðî � K (t, τ) = (t− τ)β−1Eβ,β

[
−δ (t− τ)β

]
cosα (ωτ) è ïðàâàÿ ÷àñòü (9)

g (t) = u1Eβ,1
(
−δtβ

)
+ u2tEβ,2

(
−δtβ

)
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â (9) ïîëîæèòü ξ = 0, òî ìû ïîëó÷èì èçâåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ôðàêòàëüíîãî îñöèëëÿòîðà [4].:

u (t) = u1Eβ,1
(
−δtβ

)
+ u2tEβ,2

(
−δtβ

)
Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9) ìîæíî íàéòè ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë.

Диаграммы Стретта-Айнса.Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4) â äðîá-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ω = 1:

∂β0tu (τ) + [δ + ξ cos (t)]u (t) = 0 (10)
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Îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Äëÿ
ýòîãî â δ − ξ ïëîñêîñòè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10), ïîñòðîèâ äèàãðàììû Ñòðåòòà-Àéíñà. Êàê ïðàâèëî, â îáëàñòè
íåóñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ, êîòîðûé ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ
àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Îöåíèì ïàðàìåòð δ:

δ =
1

2β
sin ((β − 1) π/2)± 1

2β+1

√
22βξ2 − 4 cos2 ((β − 1)π/2) (11)

Åñëè â ôîðìóëå (11) ïîëîæèòü β = 2 ïîëó÷èì èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êëàññè÷å-
ñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà Ìàòüå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè:

δ =
1

4
± ξ

2
(12)

Íà ðèñ.1à, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïîñòðîåíà äèàãðàììà Ñòðåòòà-Àéíñà ñîãëàñíî ñîîòíî-
øåíèþ (12).

Ðèñ. 1. Äèàãðàììà Ñòðåòòà-Àéíñà äëÿ ïàðàìåòðà δ: a) êðèâûå ïîñòðîåíû ïðè β = 2; á)
êðèâûå ïîñòðîåíû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà β: 1) - β = 1.8 ; 2) - β = 1.6; 3) - β = 1.2.

Èç ðèñ. 1á âèäíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà β èçìåíÿåòñÿ âèä êðèâûõ, ò.å. èçìå-
íÿþòñÿ ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè. Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè ñóæà-
åòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà β → 1, ïîýòîìó ýôôåêò ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà óìåíü-
øàåòñÿ.

Àíàëèç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10) ïîêàçàë, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà β ñóæàåòñÿ
îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè.

Фазовые траектории. Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ôàçîâûõ òðà-
åêòîðèé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, òàê êàê ýòî ïîçâîëÿåò íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ïîíÿòü åå
ïîâåäåíèå, îïðåäåëèòü â ìîìåíòû âðåìåíè åå ñîñòîÿíèå.

Â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî u2 = 0 è u1 = ω = 1. Íà
ðèñ.2. ïðèâåäåíû ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñ ïàðàìåòðàìè n = 100, t ∈ (0, 2π) äëÿ ñëåäóþùèõ
ñëó÷àåâ: (ðèñ.2à) ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð � îêðóæíîñòü è ôðàêòàëüíûé îñöèëëÿòîð
� β = {1, 8; 1, 6; 1, 4} , ξ = 0,(ðèñ.2á) ôðàêòàëüíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé îñöèëëÿòîð � β =
{1, 8; 1, 6; 1, 4} , α = 2, ξ = 1 è (ðèñ. 2ñ) α = {1, 8; 1, 6; 1, 4} , β = 1.8, ξ = 1.

Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ�îêðóæíîñòü ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêèì ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáà-
íèÿì ñèñòåìû, à ôàçîâûå òðàåêòîðèè ôðàêòàëüíîãî îñöèëëÿòîðà ñîãëàñóþòñÿ ñ ôàçîâûìè
òðàåêòîðèÿìè, ïîñòðîåííûìè â ðàáîòå [4].

Íîâûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ.2á è ðèñ.2ñ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì çíà÷åíèè β = 1.8 è ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α, ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà, â îáùåì, ïîõîæè íà ôàçîâûå òðàåêòîðèè ôðàêòàëüíîãî îñöèëëÿòîðà (ðèñ.
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Ðèñ. 2. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè a) ãàðìîíè÷åñêèé è ôðàêòàëüíûé îñöèëëÿòîð ξ : êðèâàÿ 1-
β = 1.8, êðèâàÿ 2 -β = 1.6 , êðèâàÿ 3 - β = 1.4; ôðàêòàëüíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé îñöèëëÿòîð
b) α = 2 è ξ = 1 : êðèâàÿ 1 - β = 1.8 , êðèâàÿ 2 - β = 1.6 , êðèâàÿ 3 - β = 1.4 è c) β = 1.8 è
ξ = 1 : êðèâàÿ 1 - α = 1.8, êðèâàÿ 2 - α = 1.6 , êðèâàÿ 3 - α = 1.4.

2à), íî èìåþò íåñêîëüêî èíîé çàòóõàþùèé âèä òèïà óñòîé÷èâîãî ôîêóñà. Âèäíî (ðèñ. 2á),
÷òî íåñêîëüêî ðàç ïðîèñõîäèò ïåðåãðóïïèðîâêà òðàåêòîðèé. Ýòî îáóñëîâëåíî ñâîéñòâàìè
ôóíêöèè îáîáùåííîãî êîñèíóñà, êîòîðûé âõîäèò â èñõîäíîå óðàâíåíèå (1). Ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ íà ðèñ. 2ñ. áûëà ïîñòðîåíà ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè α = 2 è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà β. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé âèä.

Заключение

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (7) � (8), êîòîðîå îáîáùàåò èçâåñò-
íûå ðåøåíèÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî è ôðàêòàëüíîãî îñöèëëÿòîðîâ, áûëè ïîñòðîåíû ôàçîâûå
òðàåêòîðèè. Ðàñ÷åòû ïîäòâåðäèëè ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû [4] è ïðèâåëè ê íîâûì.
Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà îòëè÷àþòñÿ îò ðàíåå èçâåñòíûõ è
îáëàäàþò áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé. Ïîýòîìó âîçìîæíû íåëèíåéíûå ýôôåêòû â òàêèõ
ñèñòåìàõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ïðîãðàììå ÎÔÍ ÐÀÍ V.14(ïðîåêò 12-I-ÎÔÍ-15).
Àâòîð áëàãîäàðèò Øåâöîâà Á.Ì. çà îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
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Phase analysis of fractal oscillating systems

Parovik R.I.

Institute of Cosmophysical Researches and Radio Wave Propagation FEB RAS, Russia

The paper presents phase analysis of oscillating systems with fractal properties. Fractal
properties of such systems are determined by external force effect, which depend not only on
time but also on shift. This dependence is presented by fractional integral with exponential
kernel, which characterizes memory feature and gives a possibility for better interpretation of
different effects in such systems and for their application in geophysical fields.
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