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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ С ПРОИЗВОДНЫМИ ДРОБНОГО

ПОРЯДКА С РАЗЛИЧНЫМИ НАЧАЛАМИ
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Исследуется спектральная задача для обыкновенного дифференциального уравнения с
композицией операторов дробного дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля и
Капуто с различными началами. Доказано, что исследуемая задача имеет бесконечное
число собственных значений и собственных функций. Все собственные значения яв-
ляются вещественными и положительными, а собственные функции образуют полную
ортогональную систему в L2(0,1).

Ключевые слова: дробная производная; краевая задача; собственное значение;
собственная функция

© Энеева Л.М., 2015

MSC 34L05

BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR DIFFERENTIAL
EQUATION WITH FRACTIONAL ORDER

DERIVATIVES WITH DIFFERENT ORIGINS
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We study a spectral problem for an ordinary differential equation with composition of
fractional order differentiation operators in Riemann-Liouville and Caputo senses with
different origins. We prove that for the problem under study there exist infinite sequences
of eigenvalues and eigenfunctions. All of the eigenvalues are real and positive, and the
eigenfunctions form an orthogonal basis in L2(0,1).
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Введение

Известно, что уравнения дробного порядка выступают основой математическо-
го моделирования процессов, протекающих во фрактальных средах [1, гл. 5]. При
построении математических моделей геофизических процессов, введение понятия
эффективной скорости изменения тех или иных физических величин [2], харак-
теризующих моделируемые процессы, приводит к дифференциальным уравнениям,
содержащим композицию операторов дробного дифференцирования с различными
началами [3], [4], [5]. В данной работе исследуются спектральная задача для обык-
новенного дифференциального уравнения с композицией операторов дробного диф-
ференцирования в смысле Римана-Лиувилля и Капуто с различными началами.

Рассмотрим задачу на собственные значения

Dα
0x∂

α
1xu(x)−λu(x) = 0, (1)

u(0) = 0, u(1) = 0, (2)

где

Dα
0xh(x) =

1
Γ(1−α)

d
dx

∫ x

0

h(t)dt
(x− t)α

, ∂
α
1xh(x) =− 1

Γ(1−α)

∫ 1

x

h′(t)dt
(t− x)α

,

— операторы дифференцирования дробного порядка α, 0 < α < 1, в смысле Римана-
Лиувилля и Капуто с началом в точке x = 0 и x = 1, соответственно; λ — спектраль-
ный параметр; x ∈]0,1[.

В данной работе доказано следующее утверждение.
Теорема. Пусть α ∈]1/2,1[. Задача (1), (2) имеет бесконечное число собствен-

ных значений λk и собственных функций uk(x), k = 1,2, .... Все собственные зна-
чения λk являются вещественными и положительными. Собственные функции
uk(x) задачи (1), (2) образуют полную ортогональную систему в L2(0,1).

Доказательство. Пусть u(x) — решение уравнения (1). Применяя последователь-
но к обеим частям уравнения (1) операторы D−α

0x и D−α

1x , принимая во внимание
соотношения

D−α

0x Dα
0xh(x) = h(x)− xα−1

Γ(α)

[
Dα−1

0x h(x)
]

x=0 ,

D−α

1x ∂
α
1xh(x) =−D−α

1x Dα−1
1x h′(x) =−D−1

1x h′(x) =−
∫ 1

x
h′(t)dt = h(x)−h(1),

получаем, что u(x) — решение уравнения

u(x)−λD−α

1x D−α

0x u(x) =C1D−α

1x
xα−1

Γ(α)
+C2, (3)

где
C1 =

[
Dα−1

0x ∂
α
1xu(x)

]
x=0 , C2 = u(1) = 0.

Обозначив через

(z)µ

+ =

{
zµ , если z > 0,
0, если z≤ 0,

получим

D−α

1x D−α

0x u(x) =
1

Γ2(α)

∫ 1

x
(s− x)α−1

∫ s

0
(s− t)α−1u(t)dtds =
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=
1

Γ2(α)

∫ 1

0
(s− x)α−1

+

∫ 1

0
(s− t)α−1

+ u(t)dtds =

=
1

Γ2(α)

∫ 1

0
u(t)

∫ 1

0
(s− t)α−1

+ (s− x)α−1
+ dsdt =

∫ 1

0
u(t)K(x, t)dt,

где

K(x, t) =
1

Γ2(α)

∫ 1

0
(s− t)α−1

+ (s− x)α−1
+ ds =

1
Γ2(α)

∫ 1

max{x,t}
(s− t)α−1(s− x)α−1ds. (4)

Принимая во внимание это обозначение, имеем

D−α

1x
xα−1

Γ(α)
=

1
Γ2(α)

∫ 1

x
(s− x)α−1sα−1ds = K(x,0),

Теперь уравнение (4) примет вид

u(x)−λ

∫ 1

0
K(x, t)u(t)dt =C1K(x,0). (5)

Для определения константы C1 удовлетворим u(x) первому из краевых условий (2),
учитывая, что

K(0,0) =
1

Γ2(α)

∫ 1

0
s2α−2ds =

1
(2α−1)Γ2(α)

получим

C1 =−λ µ

∫ 1

0
K(0, t)u(t)dt, µ = (2α−1)Γ2(α).

Подставляя C1 в (5) имеем

u(x)−λ

∫ 1

0
K(x, t)u(t)dt =−λ µK(x,0)

∫ 1

0
K(0, t)u(t)dt.

Таким образом, мы показали, что решение задачи (1), (2) является решением урав-
нения

u(x)−λ

∫ 1

0
G(x, t)u(t)dt = 0, (6)

где
G(x, t) = K(x, t)−µK(x,0)K(0, t). (7)

Покажем, что любое решение уравнения (6) является решением задачи (1), (2).
Перепишем (6) в виде

(Gu)(x)−Λu(x) = 0, (8)

где

(Gu)(x) = Gu =
∫ 1

0
G(x, t)u(t)dt, Λ =

1
λ
.

Из (4) и (7) следует, что G(x, t)∈C([0,1]× [0,1]). Отсюда следует, что G : L2(0,1)→
C[0,1]. Кроме того, очевидно, что

(Gu)(0) = (Gu)(1) = 0. (9)
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Далее, так как K(1, t)≡ 0, t ∈ [0,1], то

∂
α
1xK(x, t) =− ∂

∂x
Dα−1

1x K(x, t).

Поэтому

∂
α
1xK(x, t) =− ∂

∂x
Dα−1

1x K(x, t) =

=− ∂

∂x
1

Γ2(α)

1
Γ(1−α)

∫ 1

0
(ξ − x)−α

+

∫ 1

0
(s−ξ )α−1

+ (s− t)α−1
+ dsdξ =

=− ∂

∂x
1

Γ2(α)

1
Γ(1−α)

∫ 1

0
(s− t)α−1

+

∫ 1

0
(s−ξ )α−1

+ (ξ − x)−α
+ dξ ds.

Отсюда, учитывая равенство∫ 1

0
(s−ξ )α−1

+ (ξ − x)−α
+ dξ = Γ(α)Γ(1−α)H(s− x), H(z) =

{
1, z > 0,
0, z≤ 0,

получаем

∂
α
1xK(x, t) =− ∂

∂x
1

Γ(α)

∫ 1

0
(s− t)α−1

+ H(s− x)ds =

=− ∂

∂x
1

Γ(α)

∫ 1

max{x,t}
(s− t)α−1 ds =

=− ∂

∂x
1

Γ(α +1)
[
(1− t)α − (x− t)α

+

]
=

(x− t)α−1
+

Γ(α)
.

Отсюда следует, что

∂
α
1xGu =

1
Γ(α)

∫ 1

0

[
(x− t)α−1

+ −µxα−1K(0, t)
]

u(t)dt =

= D−α

0x u(x)− xα−1

Γ(α)

∫ 1

0
K(0, t)u(t)dt.

Таким образом, получаем, что ∂ α
1xGu принадлежит области определения оператора

Dα
0x и

Dα
0x∂

α
1xGu = Dα

0x

(
D−α

0x u(x)− xα−1

Γ(α)

∫ 1

0
K(0, t)u(t)dt

)
= u(x). (10)

Применяя к обеим частям уравнения (6) оператор Dα
0x∂ α

1x получаем, что если u(x) —
решение уравнения (6), то u(x) также является решением уравнения (1), и, учитывая
(6), удовлетворяет условиям (2).

Из доказанного выше следует, что G — симметричный вполне непрерывный опе-
ратор в L2(0,1). Из теоремы Гильберта-Шмидта следует, что спектр оператора G не
пуст, все собственные значения являются вещественными, множество собственных
функций образуют полную ортогональную систему в пространстве M, где M ортого-
нальное дополнение к ядру kerG, M⊕kerG = L2(0,1). Из соотношения Gu = 0 в силу
(7) следует, что u = 0, то есть kerG = {0}, и следовательно M = L2(0,1).
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Для завершения доказательства необходимо показать, что все собственные зна-
чения оператора G положительны. Для этого рассмотрим выражение

(u,Gu) =
∫ 1

0
u(x)

∫ 1

0
G(x, t)u(t)dt dx =

∫ 1

0
u(x)

∫ 1

0
[K(x, t)−µK(x,0)K(0, t)]u(t)dt dx.

Из равенств∫ 1

0
K(x, t)u(t)dt = D−α

1x D−α

0x u(x), K(x,0) = K(0,x) =
1

Γ(α)
D−α

1x xα−1,

получаем

(u,Gu) =
∫ 1

0
u(x)D−α

1x D−α

0x u(x)dx− µ

Γ2(α)

[∫ 1

0
u(x)D−α

1x xα−1dx
]2

.

В силу формулы дробного интегрирования по частям∫ 1

0
g(x)D−α

1x h(x)dx =
∫ 1

0
h(x)D−α

0x g(x)dx,

имеем ∫ 1

0
u(x)D−α

1x D−α

0x u(x)dx =
∫ 1

0

[
D−α

0x u(x)
]2 dx = ‖v‖2,∫ 1

0
u(x)D−α

1x xα−1dx =
∫ 1

0
xα−1D−α

0x u(x)dx =
(
v(x),xα−1) , v(x) = D−α

0x u(x).

Отсюда, учитывая, что µ = (2α−1)Γ2(α), получаем

(u,Gu) = ‖v‖2− (2α−1)
(
v(x),xα−1)2

. (11)

Далее, применяя неравенство Коши-Буняковского, получаем, что(
v(x),xα−1)≤ ‖xα−1‖‖v‖. (12)

Причем равенство в последнем неравенстве будет иметь место только, если v(x) =
const · xα−1. Из соотношений (8) и (9) следует, что

(u,Gu)≥ ‖v‖2 (1− (2α−1)‖xα−1‖2) .
Так как

‖xα−1‖2 =
∫ 1

0
x2α−2dx =

1
2α−1

,

то (u,Gu) ≥ 0. Причем (u,Gu) = 0 тогда и только тогда, когда v(x) = const · xα−1, то
есть D−α

0x u(x) = const · xα−1, следовательно, когда u(x) = 0. Это означает, что опера-
тор G положительно определенный. Отсюда следует, что все собственные значения
оператора G, а значит и собственные значения задачи (1), (2), положительны.
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