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В работе рассматривается нелинейная фрактальная колебательная система Дуффинга
с трением. Проведен численный анализ этой системы с помощью конечно-разностной
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Введение

Исследование нелинейных колебательных систем имеет важное практическое зна-
чение [1]. С развитием теории моделирования фрактальных процессов появилась
возможность выявить новые свойства нелинейных фрактальных колебательных си-
стем. Такие колебательные процессы описываются дифференциальными уравнени-
ями с производными дробных порядков [2]. Дробные порядки производных связа-
ны с фрактальной размерностью среды, а их учет в колебательной системе, как
дополнительных степеней свободы, дает предпосылки к новым хаотическим режи-
мам, которые описывают реальные процессы и явления. Например, в работе [3] был
исследован вопрос о моделировании затухающих колебаний в шине транспортного
средства, в работе [4], были изучены свойства вязко-упругих свойств балок, пластин
и цилиндрических оболочек.

Интерес представляет изучение нелинейной колебательной системы с трением
(осциллятор Дуффинга). В работах [5, 6] рассмотрено моделирование осциллято-
ра Дуффинга с фрактальным трением. В настоящей работе рассмотрено обобщение
предложенных ранее моделей осциллятора Дуффинга, в случае, когда в исходное
уравнение вводится оператор дробного дифференцирование вместо производной вто-
рого порядка по смещению. Исследованы режимы колебательной системы в резуль-
тате изменения дробных параметров, построены фазовые портреты.

Постановка задачи

Найти решение x(t), где t ∈ [0,T ], удовлетворяющее уравнению

∂
α
0t x(η)+a∂

β

0tx(η)− x(t)+ x3 (t) = δ cos(ωt) (1)

и начальным условиям
x(0) = x0, ẋ(0) = y0 (2)

где ∂ α
0t x(η) =

1
Γ(2−α)

t∫
0

ẍ(η)dη

(t−η)α−1 , ∂
β

0tx(η) =
1

Γ(1−β )

t∫
0

ẋ(η)dη

(t−η)β
– операторы дроб-

ного дифференцирования в смысле Герасимова-Капуто порядка α и β ; ẋ(t) = dx
/

dt
и ẍ(t) = d2x

/
dt2; x0,y0, δ ,ω,a, T – заданные параметры.

Необходимо отметить, что в работах [2, 5, 6] для описания трения использо-
вался оператор дифференцирования дробного порядка в смысле Римана-Лиувилля.
Мы используем оператор Герасимова-Капуто, в этом случае справедливы локальные
условия (2). В случае оператора Римана-Лиувилля необходимо задавать нелокальные
условия [7].

Метод решения

Задачу (1), (2) решим с помощью численных методов – явной конечно-разностной
схемы. Введем τ – шаг дискретизации, причем t j = jτ, j = 1,2, ..,N, Nτ = T , x( jτ) = xk.
Тогда производные дробных порядков, входящие в уравнении (1, можно аппрокси-
мировать следующим образом [8]

∂
α
0t x(η)≈ τ−α

Γ(3−α)

j−1

∑
k=0

[
(k+1)2−α − k2−α

](
x j−k+1−2x j−k + x j−k−1

)
(3)
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∂
β

0tx(η)≈ τ−β

Γ(2−β )

j−1

∑
k=0

[
(k+1)1−β − k1−β

](
x j−k+1− x j−k

)
.

Подставляя соотношения (3) в уравнение (1), получим следующую явную конечно-
разностную схему:

x1 = Ax0−Cx3
0 +K, x2 = Ax1−Bx0−Cx3

1 +K cos(ωτ),

x j+1 = Ax j−Bx j−1−Cx3
i −B

j−1

∑
k=1

bk
(
x j−k+1−2x j−k + x j−k−1

)
−

−M
j−1

∑
k=1

ck
(
x j−k+1− x j−k

)
+K cos(ω jτ) (4)

A =

(
2τ−α

Γ(3−α)
+

τ−β

Γ(2−β )
+1

)/(
τ−α

Γ(3−α)
+

τ−β

Γ(2−β )

)
,

B =
τ−α

Γ(3−α)

/(
τ−α

Γ(3−α)
+

τ−β

Γ(2−β )

)
, K = δ

/(
τ−α

Γ(3−α)
+

τ−β

Γ(2−β )

)
,

C = 1

/(
τ−α

Γ(3−α)
+

τ−β

Γ(2−β )

)
,M =

τ−β

Γ(2−β )

/(
τ−α

Γ(3−α)
+

τ−β

Γ(2−β )

)
,

bk = (k+1)2−α − k2−α ,ck = (k+1)1−β − k1−β , j = 2, ..,N−1.

Производную y(t)= ẋ(t)= dx
/

dt аппроксимируем конечной разностью:y j =
x j− x j−1

τ
.

Значения x0 и y0 определяются из начальных условий (2).

Результаты моделирования

Численное моделирование проводилось с учетом следующих значений параметров
в решении (4): N = 4000, τ = π

/
100, ω = 1,δ = 0.3,a = 0.15,x0 = 0.2,y0 = 0.3. Фазовый

портрет строился по точкам(x(t) ,y(t)) в зависимости от параметров α и β .
Для исследования колебательных режимов часто используют сечение Пуанкаре.

Сечение Пуанкаре – это плоскость в фазовом пространстве, выбранная таким обра-
зом, чтобы все траектории, принадлежащие аттрактору, пересекали ее под ненулевым
углом.

Отметим, что замкнутые фазовые траектории образуют конечные последователь-
ности точек в сечении Пуанкаре (одна точка соотвествует предельному циклу с
периодом T , две точки соответсвуют предельному циклу с удвоенным периодом 2T ,
непериодические режимы соотвествуют бесконечные последовательности точек в се-
чении Пуанкаре. В качестве сечение Пуанкаре выберем плоскость постоянной фазы
внешнего воздействия ωtn = 2πn, что соотвествует выбору точек фазовой траектории
ровно через период T = 2π внешней силы.

На рис. 1 представлен случай α = 2, β = 1, соотвествующий классическому осцил-
лятора Дуффинга с трением. В этом случае эффект памяти в колебательной системе
исчезает. Решение не является периодическим, а имеет хаотический характер (рис.
1а). Подтверждение хаотического режима для вынужденных колебаний фракталь-
ного осциллятора Дуффинга можно увидеть на рис. 1б, где представлено сечение
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Рис. 1. Фазовый портрет и точки сечения Пуанкаре (а), построенные согласно чис-

ленному решению (в) с учетом параметров: N = 30000, τ =
π

100
, ω = 1, δ =

0.3, a = 0.15, x0 =−1.3311, y0 =−0,1429, α = 2, β = 1; б – сечение Пуанкаре
при N = 5 ·105 с теми же значениями параметров

Пуанкаре, построенное при большом количестве точек N = 5 ·105, а также функция
смещения x(t), которая приведена на рис. 1в. Исходя из точек сечения Пуанкаре
рис. 1б, можно заключить, что классический осциллятор Дуффинга является биста-
бильной колебательной системой [9], которая обладает хаотическим аттрактором,
характерным для детерминированного хаоса [10].

На рис. 2 приведен фазовый портрет (рис. 2а) и функция смещения (рис. 2б),
полученные с помощью численной схемы (4) в случае: α = 2, β = 0.6.

Рис. 2. Фазовый портрет и точка Пуанкаре (а), построенные согласно численно-

му решению (б) с учетом параметров: N = 4000,τ =
π

100
,ω = 1,δ = 0.3,a =

0.15,x0 = 1.0052,y0 = 1.3901,α = 2,β = 0.6
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Можно отметить, что решение в этом режиме имеет периодический характер, а
фазовая траектория – предельный цикл. Сечение Пуанкаре состоит из одной един-
ственной точки, что отражено на рис. 2б и эта точка совпадает с начальной точкой
(x0,y0). Аналогичные результаты были представлены в работе [5]. Можно также
отметить, что кубическая нелинейность в уравнении (??) приводит к увеличению
частоты колебаний (рис. 2б).

На рис. 3 представлена расчетная кривая, построенная по формуле (??). Пара-
метры расчета: количество точек N = 1000, шаг дискретизации τ = 0.16, ξ = 4,α =
2,β = 0.8,(x(0) , ẋ(0)) = (−2.623,−4.0705).

Рис. 3. Предельный цикл с точками сечения Пуанкаре (а) и численное двупери-
одическое решение (б), полученное по формуле (??) с учетом параметров:
α = 2,β = 0.8,τ = 0.16,a = 0.15,δ = 4,(x(0) , ẋ(0)) = (−2.623,−4.0705)

На рис. 3а и рис. 3б видно, что решение имеет придельный цикл с петлей, при-
чем сечение Пуанкаре содержит две точки. Поэтому решение является двуперио-
дическим. Наличие петли приводит к раздвоении амплитуды колебаний (рис. 3a).
Подобные структуры получали авторы работы [5].

На рис. 4 представлена эволюция решения и фазовые портреты при различных
параметров α, β и τ. На рис. 4 фазовые траектории выходят на предельный цикл.
На рис. 4в наблюдается хаотичный режим. Можно сделать вывод, что появление
новых параметров (дробных показателей) в эредитарном уравнении (1), расширяет
свойства осциллятора Дуффинга и предваряет появления новых режимов и эффектов
в нелинейной колебательных системах. Порядки дробных производных выступают в
качестве управляющих параметров, которые определяют режимы фрактальной коле-
бательной системы, что необходимо учитывать при их моделировании.
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Рис. 4. Фазовый портрет и численное решение (??) с учетом параметров: (а,б) α =

1.7,β = 1,τ =
π

60
; (в,г) α = 1.8,β = 1,

π

40
; (д,е) α = 1.8,β = 0.2,τ =

π

60
; (ж,з)

α = 1.3,β = 0.2,τ =
π

60

Заключение

В работе рассмотрена модель фрактального осциллятора Дуффинга с трением.
Найдены численные решение в зависимости от дробных параметров α и β , построены
фазовые траектории. Анализ решений показал, что существуют как периодические
решения, так и хаотические режимы. Для более качественного анализа в дальней-
шем будут построены бифуркационные диаграммы и проведен тест на установления
условий возникновения периодических решений.
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