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В работе предложена новая математическая модель изменения заряда облачных
капель в грозовых облаках. Модель учитывает фрактальные свойства грозовых об-
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Введение

В течение последнего десятилетия многими геофизиками интенсивно изучается
фрактальность природных структур и его влияние на различные геофизические про-
цессы. К таким природным явлениям относится, и облако в котором вопрос образо-
вания и разделения электрических зарядов является актуальной. Изучению законо-
мерностей разделения электрических зарядов в облаках посвящены многочисленные
исследования, основные результаты которых обобщены в классических работах [1]-
[9], где предложено большое количество объяснений без учета фрактальности среды.
Результаты исследований в этой области показывают, что одной из важных предпо-
сылок разделения электрических зарядов в облаках, является наличие ледяной фазы
(кристалликов льда, крупы и градин) и переохлажденных водяных капель [10].

Известно, что облака с мощными конвективными токами имеют фрактальную
структуру и облако является фрактальной средой [11]. Поэтому можно утверждать,
что процессы, протекающие в такой среде хорошо описываются с помощью аппарата
дробного исчисления.

Постановка и решение задачи

Согласно классическим представлениям, например, в работе [12], следуя теории
Френкеля [13], для облачных капель, находящихся в слабо ионизированной воздуш-
ной среде, был получен средний заряд qr, который создается одной облачной каплей
радиуса r, в виде

qr = 4πε0nζ a, (1)

где ε0 – электрическая постоянная; a – радиус пузырька; ζ – электрокинетический
потенциал; n – количество пузырьков радиуса a, образующихся в облачной капле
радиуса r. Поэтому опираясь на теорию Френкеля, полный заряд капли можем за-
писать в следующей форме:

q(x, t) = 4πε0ζ R(x, t) , (2)

где R(x, t) – радиус капли. Закон изменения заряда капли, c учетом уравнения (2)
можем записать в виде:

∂q(x, t)
∂ t

= 4πε0ζ
R(x, t)

∂ t
. (3)

В уравнении (3) величина j (x, t) =
∂q(x, t)

∂ t
представляет собой плотность потока

заряда, который зависит от скорости изменения радиуса капли
R(x, t)

∂ t
и совпадает с

диффузионным потоком у поверхности капли, при условии ее роста за счет диффузии
из окружающей среды [14].

В случае, когда процесс протекает во фрактальной среде, то вместо модели
(3)необходимо рассмотреть обобщенную модель изменения заряда капли, который
учитывает фрактальные свойства среды. Изменение заряда капли зависит от изме-
нения ее размера (3). Поэтому рассмотрим сначала как изменяется размер капли в
среде с фрактальной структурой.

Согласно работе [15], диффузионный поток можно определить следующим обра-
зом:

q(x, t) =−kDα
axu(x, t) , 0 < α < 1, (4)
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где k – коэффициент диффузии вещества; u(x, t) – концентрация вещества; Dα
ax – опе-

ратор дробного дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля дробного порядка
α с началом в точке a, который определяется следующим образом [16]:

Dα
axu(ξ , t) =

1
Γ(1−α)

∂

∂x

x∫
a

u(ξ , t)dξ

(x−ξ )α .

В случае, когда α = 1 оператор Римана-Лиувилля переходит в класическую произ-
водную первого порядка.

Отметим, что замена оператора ∂/∂ t на дробный оператор Dα
ax в дифференциаль-

ных уравнениях неявно включает дополнительные факторы взаимодействия физиче-
ской системы. Дробный параметр α зависит от фракталльной размерности среды,
поэтому можно считать, что уравнение (4) описывает фрактальный процесс [15].
Пусть a = 0, тогда из формул (3) и (4) получим:

j (x, t) =− k
4πε0ζ

Dα
0tR(x, t) . (5)

Обозначим через λ =− k
4πε0ζ

и подставим в формулу (5) соотношение для плотности

потока j (x, t) с учетом (3) приходим к уравненнию:

∂R(x, t)
∂ t

−λDα
0tR(x, t) = 0. (6)

Формула (6) представляет собой уравненние с дробной производной порядка α для
которого справедливы следующие нелокальные условия [11]:

R(x,0) = r1 (x) ,x ∈ [0,L] , (7)

lim
x→0

Dα−1
0x R(x, t) = r2 (t) , t ∈ [0,T ] , (8)

Решение задачи (6)-(8) имеет вид [17]:

R(x, t) =
x∫

0

r1 (s)
x− s

e1,0
1,α

(
−λ t

(x− s)α

)
ds+λ

t∫
0

r2 (η)

x
e1,0

1,α

(
−λ (t−η)

xα

)
dη . (9)

где eν ,δ
α,β (z) =

∞

∑
n=0

zn

Γ(αn+ν)Γ(δ −βn)
– функция типа Райта.

Подставляя (9) в формулу (2), получаем соотношение для заряда капли с учетом
фрактальной геометрии среды.

q(x, t) = 4πε0ζ

 x∫
0

r1 (s)
x− s

e1,0
1,α

(
−λ t

(x− s)α

)
ds+λ

t∫
0

r2 (η)

x
e1,0

1,α

(
−λ (t−η)

xα

)
dη

 . (10)

С учетом (10) поток заряженных капель примет вид:

j (x, t) = 4πε0ζ
∂

∂ t

 x∫
0

r1 (s)
x− s

e1,0
1,α

(
−λ t

(x− s)α

)
ds+λ

t∫
0

r2 (η)

x
e1,0

1,α

(
−λ (t−η)

xα

)
dη

 . (11)
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Упростим формулу (11), принимая во внимание следующую известную формулу диф-
ференцирования интеграла с переменными пределами интегрирования:

I′ (t) =

x2(t)∫
x1(t)

∂

∂ t
f (x, t)dx+ f (x2 (t) , t)x′2 (t)− f (x1 (t) , t)x′1 (t) ,

получим

j (x, t) = 4πε0ζ

 x∫
0

r1 (s)
x− s

∂

∂ t
e1,0

1,α

(
−λ t

(x− s)α

)
ds+λ

∂

∂ t

t∫
0

r2 (η)

x
e1,0

1,α

(
−λ (t−η)

xα

)
dη

=

(12)

= 4πε0ζ

x∫
0

r1 (s)
x− s

∂

∂ t
e1,0

1,α

(
−λ t

(x− s)α

)
ds+λ

r2 (t)
x

e1,0
1,α (0)+

+λ

t∫
0

r2 (η)

x
∂

∂ t
e1,0

1,α

(
−λ (t−η)

xα

)
dη .

С учетом того, что выполняются свойства [17]:

e1,0
1,α (0) = 1, Dv

0tz
δ−1eµ,δ

α,β (λ zα) = zδ−v−1eµ−v,δ
α,β (λ zα)

окончательно получим:

j (x, t) = 4πε0ζ

λ r2 (t)
x

+

x∫
0

r1 (s)
(x− s) t

e0,0
1,α

(
−λ t

(x− s)α

)
ds

+ (13)

+4πε0ζ λ

t∫
0

r2 (η)

xt
e0,0

1,α

(
−λ (t−η)

xα

)
dη .

Формула (13) представляет собой закон изменения заряда облачных капель с учетом
фрактальных свойств среды записанный с помощи функции типа Райта.

В работе [11], было получено уравнение типа (4) с оператором дробного произ-
водного по Капуто:

q(x, t) = γ∂
α
0t u(x,τ) , 0 < α < 1, (14)

где γ > 0, ∂ α
0t u(x,τ) = Dα−1

0t
du(x,τ)

dτ
– регуляризованная дробная производная порядка

α от функции u(x,τ) с началом в точке 0 и τ. С учетом формулы (14) и закона изме-
нения размера капли, считая функцию R зависящей только от времени аналогично
формуле (3) перепишем в виде:

∂
α
0t R(t)− kR(t) = 0, (15)

где k =
1
γ
. Уравнение(15)– обыкновенное дифференциальное уравнение дробного по-

рядка, Для уравнения (15) справедливо начальное условие вида:

R(x,0) = R0. (16)
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Следуя работе [17], решение задачи может быть записано в терминах функции типа
Миттаг-леффлера следующим образом:

R(t) = R0Eα,1 (ktα) , (17)

где Eα,β (z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+β )
– функция типа Миттаг-Леффлера. Подставляя решение

(17) в формулы (2) и (3), получим:

q(t) = 4πε0ζ R0Eα,1 (ktα) , j (t) = 4πε0ζ R0tα−1Eα,α (ktα) . (18)

Формула (18) представляют собой закон изменения заряда капли в обобщенной тео-
рии Френкеля в облачной среде через функцию Миттаг-Леффлера.

Заключение

Рассматривая облака, которые, как известно, имеют разную структуру, и имеют
свою классификацию по происхождению и морфологическим признакам, к которой
можно добавить данные об их фрактальной структуре, возможно в дальнейшем –
формирование более общей картины состояния физики облаков.

В данной работе предложена математическая модель закона изменения заряда
капель во фрактальной облачной среде, обобщающая теорию Френкеля. Получено
решение этой модели с учетом функции типа Райта и функции Миттаг-Леффлера.
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