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Введение

Рассмотрим следующую задачу для уравнения четного порядка:

∂ 2ku
∂x2k −

∂ 2pu
∂ t2p = 0, k, p ∈ N, 0 < x < π, 0 < t < απ,

∂ 2mu
∂x2m (0, t) =

∂ 2mu
∂x2m (π, t) = 0, m = 0,1, ...,k−1, 0≤ t ≤ απ,

∂ ju
∂ t j (x,0) = ϕ j (x) , j = 0,1, ..., p−1, 0≤ x≤ π,

∂ ju
∂ t j (x,απ) = ψ j (x) , j = 0,1, ..., p−1, 0≤ x≤ π,

здесь α - положительная постоянная.
Если k = p = 1 мы получим задачу Дирихле для уравнения колебания струны,

которая является классической некорректной задачей. Ее решение может не суще-
ствовать, быть неединственным или непрерывно не зависеть от данных [1]-[3].

В [2], задачи Дирихле для волнового уравнения была исследована с дополни-
тельным предположением об априорной ограниченности градиента решения. Случай
когда p = 1, k ∈ N был исследован в [4]-[5].

Настоящее исследование приводится к некоторым проблемам теории Диофанто-
вых приближений. Так же отметим, что сформулированная задача некорректна при
четных k− p.

Основные результаты

Пусть функции ϕ j (x) , ψ j (x) , ( j = 0,1, ..., p−1) из C2k [0,π] такие, что ϕ
(2i)
j (0) =

ϕ
(2i)
j (π) = ψ

(2i)
j (0) = ψ

(2i)
j (π) = 0, i = 0,1, ...,k−1, j = 0,1, ..., p−1 .

Пусть t, E, α, δ положительные постоянные. Мы рассмотрим решения u из
C2k,2p

x,t ([0,π]× (0,+∞]) следующей задачи:

∂ 2ku
∂x2k −

∂ 2pu
∂ t2p = 0, k, p ∈ N, 0 < x < π, t > 0, (1)

∂ 2mu
∂x2m (0, t) =

∂ 2mu
∂x2m (π, t) = 0, m = 0,1, ...,k−1, t ≥ 0, (2)

∥∥∥∥∂ ju
∂ t j (x,0)−ϕ j (x)

∥∥∥∥
L2[0,π]

≤ δπ
√

E, j = 0,1, ..., p−1, (3)

∥∥∥∥∂ ju
∂ t j

(
x,τ jπ

)
−ψ j (x)

∥∥∥∥
L2[0,π]

≤ δπ
√

E, j = 0,1, ..., p−1,
∣∣τ j−α

∣∣≤ δ , (4)

π∫
0

((
∂ ku
∂xk

)2

+

(
∂ pu
∂ t p

)2
)

dx≤ E, t ≥ 0. (5)
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для действительных чисел τ j, j = 0,1, ..., p− 1 зависящих от u и удовлетворяющих∣∣τ j−α
∣∣ ≤ δ .

∣∣τ j−α
∣∣ ≤ δ означает, что конечное время απ известно с заданной по-

грешностью.
Обозначим через Γδ множество всех решений задачи (1-(5) из C2k,2p

x,t ([0,π]× (0,+∞]).
Заметим, что если δ = 0, тогда задача (1-(5) приводится к классической краевой за-
даче с дополнительным предположением (5).

Пусть DiamΓδ = sup
v,w∈Γδ

‖v−w‖. Возьмем v1, v2 ∈ Γδ . Тогда существуют τi j такие,

что

∥∥∥∥∂ ju
∂ t j

(
x,τ jπ

)
−ψ j (x)

∥∥∥∥
L2[0,π]

≤ δπ
√

E, i = 0,1, j = 0,1, ..., p−1,
∣∣τi j−α

∣∣≤ δ

и пусть
u(x, t) = v1 (x, t)− v2 (x, t) ,(x, t) ∈ [0,π]× [0,+∞) (6)

Тогдаu ∈ C2k,2p
x,t ([0,π]× [0,+∞)). Более того, что легко проверить, u удовлетворяет

уравнению (1), условиям (2) и следующим∥∥∥∥∂ ju
∂ t j (x,0)

∥∥∥∥
L2[0,π]

≤ 2δπ
√

E, j = 0,1, ..., p−1, (7)

∥∥∥∥∂ ju
∂ t j (x,απ)−ψ j (x)

∥∥∥∥
L2[0,π]

≤ 4δπ
√

E, j = 0,1, ..., p−1, (8)

π∫
0

((
∂ ku
∂xk

)2

+

(
∂ pu
∂ t p

)2
)

dx≤ 4E, t ≥ 0. (9)

Функцию, удовлетворяющую (1) и (2) можно записать в следующей форме:

u(x, t) = ∑
n≥1

sinnx

{
An sinn

k
p (απ− t)

sinn
k
p απ

+Bn sinn
k
p t

}
.

Аналогично, условия (7)-(9) переписываются следующим образом:

∑
n≥1

A2
n ≤ 8δ

2
πE, (10)

∑
n≥1

Bnsin2n
k
p απ ≤ 32δ

2E, (11)

∥∥∥∥∂ ku
∂xk (·, t)

∥∥∥∥2

L2[0,π]
+

∥∥∥∥∂ pu
∂ t p (·, t)

∥∥∥∥2

L2[0,π]
≤ 4E, t ≥ 0. (12)

Введем следующее обозначение:

σn =

√
π

2

(
An sinn

k
p (απ− t)

sinn
k
p απ

+Bn sinn
k
p t

)
,
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и из (12) мы находим ∥∥∥∥∂ ku
∂xk (·, t)

∥∥∥∥2

L2[0,π]
≤ ∑

n≥1
n2k

σ
2
n ≤ 4E,

откуда

‖u(·, t)‖2
L2[0,π] =

N

∑
n=1

σ
2
n +

∞

∑
n=N+1

σ
2
n <

N

∑
n=1

σ
2
n +

4E
N2k .

Итак, мы получили следующую оценку:

‖u(·, t)‖2
L2[0,π] <

π

2 max
n=1,N

(
sinn

k
p απ

)−2 N
∑

n=1

[
A2

nsin2n
k
p (απ− t)+B2

nsin2n
k
p απ · sin2n

k
p t+

+2 |An| |Bn|
∣∣∣sinn

k
p (απ− t)

∣∣∣ ∣∣∣sinn
k
p t
∣∣∣ ∣∣∣sinn

k
p απ

∣∣∣]+ 4E
N2k .

Поэтому, из (10) и (11) следует

max
t∈[0,απ]

‖u(·, t)‖2
L2[0,π] = ‖u‖

2 < 40δ
2
π

2E max
n=1,N

(
sinn

k
p απ

)−2
+

4E
N2k ,N = 1,2, ... .

Пусть

α =
1

a1 +
1

a2 + ...

цепная дробь для α, где an натуральные числа, an ≥ 1.
Мы рассматриваем множество иррациональных чисел с ограниченными an, т.е

такие числа α, для которых существует постоянная Aα такая, что an ≤ Aα для всех
n . Отметим, что если α иррациональное число второго порядка, тогда разложение
α в цепную дробь будет периодичным, а следовательно и все an будут ограничены.

Из теории непрерывных дробей [6] легко получается

max
n=1,N

(
sinn

k
p απ

)−2
<

(
sin

π

(Aα +2)N
k
p

)−2

,N = 1,2, ... .

Т.к. sinx≥ 3
√

3
2π

x при x ∈
[
0,π
/
3
]

, то для каждого N имеем

‖u‖2 <
160
27

δ
2
π

2E(Aα +2)2N

2k
p +

4E
N2k , N = 1,2, ... . (13)

Теперь рассмотрим функцию

g(t) =
160
27

δ
2
π

2E(Aα +2)2t

2k
p +4Et−2k.

Свое минимальное значение при t > 0 функция g достигает в

t =
(

27p
40

) p
2k (p+1) (δπ (Aα +2))

−
p

k (p+1)

8
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Т.к. g возрастает на интервале [t,+∞) , находим

g([t +1])< g(t +1) .

Тогда получаем

‖u‖2 ≤ 160E
27

(δπ (Aα +2))
2p

p+1

1+

((
27p
40

) p
(p+1)2k

+(δπ (Aα +2))

) p
(p+1)k


2k
p

. (14)

Итак, мы доказали следующую
Теорема 1. Пусть α иррациональное число, разложимое в цепную дробь с

ограниченными коэффициентами. Тогда (DiamΓδ )
2 удовлетворяет неравенству

(14).
Для дальнейшего используем некоторые результаты полученные в [7]. Согласно

следствию 6 из [7], если α имеет порядок Ω < ∞ , тогда существует постоянная
K = K (θ ,α)> 0 что для любого δ > 0 , и число ξ ∈ R\Q такого, что

|ξ −α|< δ , (15)

выполняется следующее

max
n=1,N

(sinnπξ )−2 ≤

sin

π

(
3−
√

5
)

2N

−2

(16)

при всех N ≥Kδ−θ . Из (15) следует, что для каждого τ j удовлетворяющего
∣∣τ j−α

∣∣≤
δ верно

∣∣ξ − τ j
∣∣≤ 2δ .

Если u определено (6), из (8) находим∥∥∥∥∂ ju
∂ t j (x,ξ π)

∥∥∥∥
L2[0,π]

≤ 4δπ
√

E, j = 0,1, ..., p−1. (17)

Итак, u удовлетворяет (1), (2), (7), (9) и (17). Решение u ∈C2k,2p
x,t ([0,π]× [0,+∞))

задачи (1), (2), (7), (9) и (17) запишем в форме

u(x, t) = ∑
n≥1

sinnx

{
An sinn

k
p (ξ π− t)

sinn
k
p ξ π

+Bn sinn
k
p t

}
.

Она будет удовлетворять (10), (12) и

∑
n≥1

Bnsin2n
k
p ξ π ≤ 72δ

2E. (18)

Аналогично, как и в доказательстве теоремы 1, имеем

‖u‖2 < 80δ
2
π

2E max
n=1,N

(
sinn

k
p ξ π

)−2
+

4E
N2k , N = 1,2, ... .

9
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Используя (16) и то, чтоsinx≥ 2
π

x для всех x ∈
[
0, π

2

]
, находим

‖u‖2 <
80

(3−
√

5)
2 δ

2
π

2EN
2k
p +

4E
N2k , N ≥ Kδ

−θ . (19)

Исследуем следующую функцию

g(t) =
80

(3−
√

5)
2 δ

2
π

2Et

2k
p +

4E
t2k , t > 0. (20)

Функция g достигает своего минимума при t > 0 в точке

t =
( p

20

) p
2k(p+1)

(
3−
√

5
πδ

) p
k(p+1)

.

Выберем δ из интервала

0 < δ <

K
( p

20

) p
2k(p+1)

(
3−
√

5
πδ

) p
k(p+1)


k(p+1)

kθ(p+1)− p

. (21)

Тогда из (21) следует, что t <Kδ−θ . Пусть N натуральное число ≥Kδ−θ , при кото-
ром правая часть неравенства (20) достигает минимального значения. Т.к. функция
g возрастающая на интервале [t,+∞) , N удовлетворяет Kδ−θ ≤ N < Kδ−θ +1, то

‖u‖2 ≤ g
(

Kδ
−θ +1

)
,

и наконец

‖u‖2 ≤ 80π2E

(3−
√

5)
2

Kδ
k
p−θ +δ

k
p


2k
p
+

4Eδ 2kθ

K2k (22)

что доказывает следующую:
Теорема 2. Пусть αиррациональное число порядка Ω < ∞. Тогда для любого

фиксированного θ ,
Ω

Ω+1
< θ < 1, существует постоянная K = K(θ ,α)> 0 такая,

что

‖u‖2 ≤ 80π2E

(3−
√

5)
2

Kδ

k
p
−θ

+δ

k
p


2k
p
+

4Eδ 2kθ

K2k

при любом 0 < δ <

K
( p

20

) p
2k(p+1)

(
3−
√

5
πδ

) p
k(p+1)


k(p+1)

kθ(p+1)− p

.
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В заключении приведем следующую:
Теорема 3. Задача (1)-(5) устойчива тогда и только тогда, если α иррацио-

нально. Более того, если α иррационально,тогда lim
δ→0

(DiamΓδ ) = 0 равномерно по

ϕ j (x) , ψ j (x) , ( j = 0,1, ..., p−1)
Доказательство. Пусть α /∈ Q. Тогда согласно следствию 9 из [4], существует

функция f (δ ) такая, что

lim
δ→0

f (δ ) = ∞, lim
δ→0

δ f (δ ) = 0, (23)

и для всех достаточно малых δ , числа ξ /∈ Q, удовлетворяющая (15) и (16) при всех
N ≥ f (δ ) . Подставляя эту функцию вместо аргумента при доказательстве теоремы
2 получаем, что

‖u‖2 ≤ g( f (δ )+1) ,

где g определена по формуле (20), т.е.

‖u‖2 ≤ 80π2E

(3−
√

5)
2

 f (δ )δ

k
p +δ

k
p


2k
p
+

4E

f (δ )2k .

Из (23), заключаем
lim
δ→0

(DiamΓδ ) = 0.

�
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