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Введение

Развитие уравнений в частных производных обусловлено широких кругом при-
кладных задач в физике, экономике, биологии и в других науках. В рамках теории
уравнений математической физики как дисциплины, читаемой в магистратуре, боль-
шой интерес представляют уравнения смешанного типа. Такие уравнения могут быть
использованы при описании различных физических процессов от пространственных
околозвуковых течений идеального политропного газа, гидродинамических течений
с переходом через скорость звука до бесконечно малых изгибаний поверхностей.

Постановка задачи

В настоящей работе исследуется краевая задача типа Франкля для уравнений
параболо-гиперболического типа

0 =


ym0uxx− xn0uy при x > 0, y > 0,
uxx− (−x)muyy при x < 0, y > 0,
(−y)nuxx−uyy при x > 0, y < 0,

(1)

где n, m, n0, m0 = const > 0, в области D0 ограниченной при x > 0, y > 0 отрезками
AB, BB0, B0A0, A0A прямых y = 0, x = 1, y = 1, x = 0. D1(D2) соответственно при
x < 0, y > 0 (x > 0, y < 0) ограниченной отрезком прямой

AC1 = {(x,y) : −1≤ x≤ 0, y = 0} , (AC2 = {(x,y) : x = 0, −1≤ y≤ 0})

оси Oy (Ox) и с характеристикой

A0C1 : y+
1
p
(−x)p = 1,

(
CC2 : x+

1
q
(−y)q = r0

)
уравнения (1), где

2p0 = m0 +2, 2p = m+2, 2q = n+2, C(r0,0) ∈ AB, 0 < r0 < 1.

Введем обозначения:

I1 = { (x,y) : x = 0, 0 < y < 1} , I2 = { (x,y) : 0 < x < r0 , y = 0} ,

D = D0∪D1∪D2, D0 = D∩{x > 0}∩{y > 0} , D1 = D∩{x < 0}∩{y > 0} ,

D2 = D∩{y < 0}∩{x > 0} , D∗ = D0∪D11∪D21∪ I1∪ I2, D21 = D2∩
{

x− 1
q
(−y)q > 0,

}
,

D22 =D2∩
{

x− 1
q
(−y)q < 0

}
, D11 =D1∩

{
y− 1

p
(−x)p > 0

}
, D12 =D1∩

{
y− 1

p
(−x)p < 0

}
,

BC = {(x,y) : 0 < x < r0, y = 0} , ∆1 = D0∪D11∪ I1, ∆2 = D0∪D21∪ I2,

α0 =
n0 +1
n0 +2

, 2α =
n

n+2
, 2β =

m
m+2

,

причем

0 < 2β < α0 < 1, 0 < α <
1
2
, m0 < n0 +1, (2)
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Через точку E2 (E1) обозначим точку пересечения характеристик y = −(qx)
1
q и x+

1
q(−y)q = r0, ( y =−(px)

1
p и y+ 1

p(−x)p = 1).
Задача TF0. Требуется определить функцию u(x,y), обладающую следующими

свойствами:
1) u(x,y) ∈C(D̄)∩C2,1

x,y (D0)∩C2(D1 j∪D2 j), ( j = 1, 2);
2) u(x,y) удовлетворяет уравнению (1) в областях D0 и D1 j, D2 j, ( j = 1, 2);
3) ux(0,y) ∈C(∆1), причем ux(+0,y) может иметь особенность порядка меньше

(m0 +1)(1−α0) при y→ 0 и ограничена при y→ 1;
4) y−m0uy ∈C(D0∪ I2) и uy ∈C(D2∪ I2), причем на AC выполняется условие скле-

ивания:
lim

y→+0
y−m0uy(x,y) = lim

y→−0
uy(x,y), (x,0) ∈ I2; (3)

5) u(x,y) удовлетворяет краевым условиям:

u(x,y)|BB0
= ϕ0(y), 0≤ y≤ 1, (4)

u(x,y)|CB = ϕ1(x), r0 ≤ x≤ 1, (5)

u(x,y)|CE2
= ϕ2(x),

r0

2
≤ x≤ r0, (6)

u(x,y)|A0E1
= ψ1(y),

1
2
≤ y≤ 1, (7)

u(−h2x,0) = λ1u(+x,0), 0≤ x≤ r0, h2 = q1/q, (8)

u(0,−h1y) = λ2u(0,y), 0≤ y≤ 1, h1 = p1/p, (9)

где λ j = const,
(
λ j 6= 1

)
и ϕ0(y), ϕ1(x), ϕ2(x), ψ1(y) - заданные функции, причем

ϕ1(r0) = ϕ2(r0), ϕ0(0) = ϕ1(1), (10)

ϕ0(y) ∈C [0,1]∩C1(0,1), ϕ1(x) ∈C [r0,1]∩C2(r0,1), (11)

ϕ2(x) ∈C3
[r0

2
,r0

]
, ψ1(y) ∈C3

[
1
2
,1
]
. (12)

Основное функциональное соотношение

Для доказательства единственности и существования решения задачи TF0 важ-
ную роль играют функциональные соотношения между τi(t) и νi(t) принесенные на
I j из Di (i = 0,1,2).

Известно, что решение задачи Коши для уравнения (1) в области D−21 удовлетво-
ряющее условиям

u(x,−0) = τ
−
2 (x), 0≤ x≤ r0uy(x,−0) = ν

−
2 (x), 0 < x < r0, (13)
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соответственно имеет вид [1]

u(x,y) = γ1r1−2α

0

r0∫
0

τ
−
2

[
x+ 1

q(−y)q · 2z−r0
r0

]
(r0− z)α−1zα−1dz−

−γ2r2α−1
0

(
4

n+2

)1−2α

y

r0∫
0

ν
−
2

[
x+ 1

q(−y)q · 2z−r0
r0

]
(r0− z)−αz−αdz (14)

где γ1 =
Γ(2α)

Γ2(α)
, γ2 =

1
2

(
4

n+2

)2α
Γ(1−2α)

Γ2(1−α)
.

В силу (6) из (14), получим

ϕ2

(
x+ r0

2

)
=

2γ1Γ(α)

r0
(r0− x)1−2αD−α

xr0
(r0− x)α−1

τ
−
2 (x)−

−2γ2Γ(1−α)

r0
Dα−1

xr0
(r0− x)−α

ν
−
2 (x), (15)

где D−α
ax [·]- интегральный оператор дробного порядка (α > 0) [2].

Применяя дифференциальные операторы D1−α
xr0

к обеим частям равенства (15) с
учетом

D1−α
xr0

(r0− x)1−2αD−α
xr0

(r0− x)α−1
τ
−
2 (x) = (r0− x)−αD1−2α

xr0
τ
−
2 (x),

D1−α
xr0

Dα−1
xr0

(r0− x)−α
ν
−
2 (x) = (r0− x)−α

ν
−
2 (x)

получим функциональное соотношение между τ
−
2 (x)и ν

−
2 (x) на I2 из D−21:

ν
−
2 (x) =

γ1Γ(α)

γ2Γ(1−α)
D1−2α

xr0
τ
−
2 (x)− r0(r0− x)α

2γ2Γ(1−α)
D1−α

xr0
ϕ̃2(x), 0 < x < r0, (16)

где ϕ̃2(x) = ϕ2

(
x+ r0

2

)
.

Точно также как выше, используя решение задачи Коши, удовлетворяющее усло-
виям u(−0,y) = τ

−
1 (y), 0≤ y≤ 1 и ux(−0,y) = ν

−
1 (y), 0 < y < 1, для уравнения (1) в

области D−11 дается формулой:

u(x,y) = γ3

1∫
0

τ
−
1

[
y+ 1

p(−x)p · (2z−1)
]
(1− z)β−1zβ−1dz+

+γ4

(
4

m+2

)1−2β

x
1∫

0

ν
−
1

[
y+ 1

p(−x)p · (2z−1)
]
(1− z)−β z−β dz (17)

где γ3 =
Γ(2β )

Γ2(β )
, γ4 =

1
2

(
4

m+2

)2β
Γ(1−2β )

Γ2(1−β )
.

В силу (7) из (17), получим

ψ

(
y+1

2

)
= 2γ3Γ(β )(1− y)1−2β D−β

y1 (1− y)β−1
τ
−
1 (y)−
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−2γ4Γ(1−β )Dβ−1
y1 (1− y)−β

ν
−
1 (y), (18)

где D−β

y1 [·]- интегральный оператор дробного порядка (β > 0) [2].

Применяя дифференциальные операторы D1−β

y1 к обеим частям равенства (18) с
учетом

D1−β

y1 (1− y)1−2β D−β

y1 (1− y)β−1
τ
−
1 (y) = (1− y)−β D1−2β

y1 τ
−
1 (y),

D1−β

y1 Dβ−1
y1 (1− y)−β

ν
−
1 (y) = (1− y)−β

ν
−
1 (y),

получим функциональное соотношение между τ
−
1 (y)и ν

−
1 (y) на I1 из D−11:

ν
−
1 (y) =

γ3Γ(β )

γ4Γ(1−β )
D1−2β

y1 τ
−
1 (y)− (1− y)β

2γ4Γ(1−β )
D1−β

y1 ψ̃1(y), 0 < y < 1, (19)

где ψ̃1(y) = ψ1

(
y+1

2

)
.

Решение первой краевой задачи с условиями (4),

τ
+
1 (y) = u(+0,y), 0≤ y≤ 1, τ

∗+
2 (x) = u(x,+0), 0≤ x≤ 1,

здесь

τ
∗+
2 (x) =

{
τ
+
2 (x),0≤ x≤ r0,

ϕ1(x),r0 ≤ x≤ 1, ,τ+2 (r0) = ϕ1(r0) (20)

для уравнения (1) в области D0 единственно и представимо в виде [3, с. 4-13]:

u(x,y) =
1∫

0

G(x,ξ ,y;α0)τ
∗+
2 (ξ )ξ n0dξ+

+y−m0
∂

∂y

y∫
0

G(1)(x,y− t;α0)τ
+
1 (t)tm0dt+

+y−m0
∂

∂y

y∫
0

G(2)(x,y− t;α0)ϕ
(
0t)tm0dt, (21)

здесь

G(1)(x,y;α0) = (1−α0)
2(1−α0)x−

1∫
0

G1(x,ξ ,y;α0)
[
1− (1−α0)

2(1−α0)ξ

]
ξ

n0dξ ,

G(2)(x,y;α0) = (1−α0)
2(1−α0)x−

1∫
0

G1(x,ξ ,y;α0)(1−α0)
2(1−α0)ξ

n0dξ ,

а G1(x,ξ ,y;α0) –функция Грина первой краевой задачи для уравнения (1) в области
D1 имеет вид

G1(x,ξ ,y;α0) =
∞

∑
k=o

e
−

λ 2
k ym0+1

4(m0 +1) (1−α0)
√

xξ ·
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·
J1−α0

(
λk(1−α0)(

√
x)

1
1−α0

)
J1−α0

(
λk(1−α0)

(√
ξ

) 1
1−α0

)
J2

2−α0
λk

,

Jν(z) =
∞

∑
k=o

(−1)k
( z

k

)ν+2k

k!Γ(k+ν +1)
– функция Бесселя первого рода, λk – положительные кор-

ни уравнения J1−α0(λk) = 0,k = 0, 1, 2, ....
Дифференцируя (21) по x и переходя к пределу при x→ 0, получим функциональ-

ное соотношение между τ
+
1 (y)и ν

+
1 (y), принесенное на I1 из области D0:

ν
+
1 (y) = y−m0

∂

∂y

y∫
0

z(y− t)τ+1 (t)tm0dt +F
(
y,τ+2

)
, (22)

где
ν
+
1 (y) = lim

y→+0
y−m0uy, (23)

F(y,τ+2 ) = lim
x→0

 ∂

∂x

1∫
0

G1(x,ξ ,y;α0)τ
+
2 (ξ )ξ n0dξ

+ (24)

+ lim
x→0

y−m0
∂

∂y

y∫
0

G(2)(x,y− t;α0)ϕ
(
0t)tm0dt

 ,

z(y− t)≡ (1−α0)
2α0−1 lim

x→0

∂

∂x
G(1)(x,y− t;α0) =

=−(1−α0)−
∞

∑
k=o

e
−

λ 2
k

(
ym0+1− tm0+1)
4(m0 +1) 22α0λ

−2α0
k

Γ2(1−α0)J2
1−α0

(λk)
.

На основании свойств функции Jν(z)функция z(y− t)представима в виде [3, с. 12]:

z(y− t) =− 1
Γ(1−α0)

[
ym0+1

m0 +1
− tm0+1

m0 +1

]α0−1

+B(y− t),

где B(y− t) – непрерывно дифференцируемая функция при y≥ t.
Далее из уравнения uxx− xn0y−m0uy = 0 при y→+0 имеем

τ
′′∗+
2 (x)− xn0ν

∗+
2 (x) = 0,0 < x < 1, (25)

где

ν
∗+
2 (x) =

 ν
+
2 (x) = lim

y→+0
y−m0uy(x,y), 0 < x < r0,

µ(x) = lim
y→+0

y−m0uy(x,y), r0 ≤ x≤ 1. (26)

В силу (20) и (26) из (25) получим

τ
”+
2 (x)− xn0ν

+
2 (x) = 0, 0 < x < r0, (27)

τ
+
2 (0) = τ

−
1 (0), τ

+
2 (r0) = ϕ1(r0), (28)
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и
ϕ ′′1 (x)− xn0 µ(x) = 0, т.е. µ(x) = x−n0ϕ ′′1 (x), r0 < x < 1.
Решая задачу (27), (28), получим функциональное соотношение между τ

+
2 (x) и

ν
+
2 (x), принесенное на I2 из области D0.

τ
∗+
2 (x) =

r0∫
0

G(x, t)tn0ν
+
2 (t)dt + f1(x), 0≤ x≤ r0, (29)

здесь

G(x, t) =

{
t
r0
(x− r0), 0≤ t ≤ x,

x
r0
(t− r0), x≤ t ≤ r0,

(30)

f1(x) =
[ϕ1(r0)− τ1(0)]x+ τ1(0)

r0
.

Далее, в силу замены x∼ x
1

2q , t ∼ t
1
2q получим функциональное соотношение между

τ̃
+
2 (x) и ν̃

+
2 (x):

τ̃
∗+
2 (x) =

1∫
0

G̃(x, t)ν̃+
2 (t)dt + f̃1(x), 0≤ x≤ 1, (31)

где G̃(x, t) = 1
2qt

n0+1
n+2 −1G(x

1
2q , t

1
2q ), f̃1(x) = f1(x

1
2q ), τ̃

∗+
2 (x) = τ

∗+
2 (x

1
2q ), ν̃

+
2 (t) = ν

+
2 (t

1
2q ),

G(x, t) – определяется из (30).

Единственность решения задачи TF0

Теорема 1. Если выполнены условия (2) и λ j 6= 1, j = 1,2, то решение задачи
TF0 единственно.

При доказательстве единственности решения задачи TF0 важную роль играет
следующая лемма.

ЛЕММА. Если ϕ2(x) ≡ ψ1(y) ≡ 0, то решение u(x,y) задачи TF0 своего положи-
тельного максимума и отрицательного минимума в замкнутой области D∗ до-
стигает только на CB∪BB0∪A∪A0.

Доказательство. Доказательство.В силу принципа экстремума для параболиче-
ских уравнений [3], [4] решение u(x,y) уравнения (1) достигает своего положитель-
ного максимума и отрицательного минимума в замкнутой области D0 на отрезках
AA0 ∪AB∪BB0. Покажем, что решение u(x,y) не достигает своего положительного
максимума и отрицательного минимума в интервале AC∪AA0.

Предположим обратное, т.е. пусть в некоторой точке (x0,0) ∈ AC функция u(x,y)
достигает свой положительный максимум (отрицательный минимум). Тогда из (16)
при ϕ2(x)≡ 0 имеем

γ2Γ(1−α)ν−2 (x0) = γ1Γ(α)D1−2α
x0r0

τ
−
2 (x0) (32)

Отсюда в силу принципа экстремума для дифференциальных операторов дробного
порядка [2] в точке положительного максимума (отрицательного минимума) строго
положительно (отрицательно), т.е. D1−2α

x0r0
τ
−
2 (x0)> 0,

(
D1−2α

x0r0
τ
−
2 (x0)< 0

)
.
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Следовательно, в силу того, что γ1 > 0, γ2 > 0 и Γ(α) > 0, Γ(1−α) > 0 из (32),
получим ν

−
2 (x0)> 0,

(
ν
−
2 (x0)< 0

)
. Отсюда из (3) с учётом (13) получим

ν
+
2 (x0)> 0,

(
ν
+
2 (x0)< 0

)
. (33)

Так как в точке положительного максимума (отрицательного минимума) τ
′′+
2 (x0) <

0,
(

τ
′′+
2 (x0)> 0

)
, из (25) получим ν

+
2 (x0)< 0,

(
ν
+
2 (x0)> 0

)
, а это неравенство про-

тиворечит неравенству (33).
Таким образом, решение u(x,y) уравнения (1) не может достигать своего положи-

тельного максимума и отрицательного минимума в интервале AC.
Точно также доказываем, что функция u(x,y) не достигает своего положительно-

го максимума и отрицательного минимума в интервале AA0. Предположим обратное.
Пусть, в некоторой точке (0,y0) ∈ AA0 функция u(x,y) достигает своего положитель-
ного максимума (отрицательного минимума). Тогда из (19) при ψ1(y) ≡ 0, с учетом
(2) и условия 3) задача ТF0, заключаем, что ν

+
1 (y0)> 0,

(
ν
+
1 (y0)< 0

)
.

Это неравенство противоречит неравенству ν
+
1 (y0) < 0,

(
ν
+
1 (y0)> 0

)
[см [3],[4]].

Следовательно, решение u(x,y) в интервале AA0 не достигает своего положительно-
го максимума и отрицательного минимума. Таким образом, u(x,y) достигает своего
положительного максимума и отрицательного минимума только на CB∪BB0∪A∪A0.
Лемма доказана. �

Переходим к доказательству теоремы 1.
Доказательство. В силу (8) и с учетом (λ j 6= 1, j = 1,2) в точке A(0,0) имеем

u(0,0) = 0 (34)

а в точке A0, принимая во внимание (7) при ϕ1(x)≡ 0 получим

u(0,1) = 0. (35)

Принимая во внимание (4) и (5) при ϕ0(y)≡ 0 и ϕ1(x)≡ 0 с учетом (34), (35) имеем

u(x,y)≡ 0 в D0. (36)

В силу решения задачи Коши-Гурса с условиями

u|CE2
= 0, u|AC = 0,

(
u|A0E1

= 0, u|AA0
= 0

)
.

имеем u(x,y)≡ 0 в D11∪D21.
Следовательно,

u(x,y)≡ 0 в D∗. (37)

В силу (37) с учетом (8) (или (9)) имеем

u|AC2
= 0, u|AE2

= 0, (или u|AC1
= 0, u|AE1

= 0). (38)

Отсюда и из решения задачи Коши-Гурса для уравнения (1) в области D j2 ( j =
1,2), с учетом (38) получим

u(x,y)≡ 0 в D j2. (39)

В силу (37) и (39) имеем u(x,y) ≡ 0 в D. Тем самым, решение задачи TF0 един-
ственно.

Теорема 1 доказана �
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Существование решения задачи TF0

Теорема 2. Если выполнены условия (2), (10), (11), (12), и λ j 6= 1, то в области
D решение задачи ТF0 существует.

Доказательство. Доказательство. Исключив τ
+
2 (x)из соотношений (16) и (28) с

учетом (3) и условия 1) задачи TF0 получаем интегральное уравнение

ν
+
2 (x) =

r0∫
0

K1(x,s)ν+
2 (s)ds+Φ(x), 0≤ x≤ r0, (40)

где
K1(x,s) = K11(x,s)+K12(x,s) (41)

K11(x,s) = χ1
d
dx

r0∫
x

sn0+1(t− x)2α−1(t− r0)dt
r0

, (42)

K12(x,s) = χ1
d
dx

s∫
x

sn0(t− x)2α−1(s− r0)tdt
r0

+χ1
d
dx

r0∫
s

sn0+1(t− x)2α−1(t− r0)dt
r0

, (43)

Φ(x) = χ1
d
dx

r0∫
x

t(t− x)2α−1

[(
ϕ1(r0)− τ

−
1 (0)

)
r0

+ τ
−
1 (0)

]
dt−

−χ2 (r0− x)α d
dx

r0∫
x

(t− x)α−1
ϕ̃2(t)dt, (44)

здесь

χ1 =
21−2αγ1Γ(α)

γ2Γ(2α)Γ(1−α)
, χ2 =

1
21+αγ2Γ(α)Γ(1−α)

.

В силу (2), (10), (11), (12) из (42), (43) и (44), соответственно, получим

|K11(x,s)| ≤ c1(r0− x)2α , |K12(x,s)| ≤ c2(s− x)2α−1, |Φ(x)| ≤ c3(r0− x)2α−1. (45)

Следовательно, из (41) имеем

|K1(x,s)| ≤ c1(r0− x)2α + c2(s− x)2α−1 (46)

Таким образом, в силу (45) и (46) заключаем, что интегральное уравнение (40) яв-
ляется интегральным уравнением Фредгольма второго рода со слабой особенностью,
разрешимость которого следует из единственности решения задачи ТF0. Решение
уравнения (30) представимо в виде [5]:

ν
+
2 (x) =

r0∫
0

R1(x, t)Φ(t)dt +Φ(x), (47)

и принадлежит классу: ν
−
2 (x) ∈C2(0,1), причем ν

−
2 (x) может иметь особенность по-

рядка меньше 1− 2α при x→ r0, а при x→ 0 ограничено, где R1(x, t)- резольвента
K1(x, t).
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Подставляя (47) в (30) находим

τ
+
2 (x) =

r0∫
0

tn0G(x, t)Ψ(t)dt +Φ(x,τ−1 (0)), 0≤ x≤ r0, (48)

где

Ψ(t) = Φ(t)+

r0∫
0

Φ(z)R1(t,z)dz. (49)

В силу (10), (11), (12), (44) и с учетом вида функции G(x, t), Φ(x,τ−1 (0)) из (48)
следует, что

τ
+
2 (x) ∈C [0,r0]∩C2 (0,r0) . (50)

Применяя дифференциальный оператор Dβ

y1(1−y)2β−1 к обеим частям равенства (18)
получим

τ
−
1 (y) =

γ1

γ2

Γ(1−β )

Γ(β )
D2β−1

y1 ν
−
1 (y)+

(1− y)1−β

2γ1Γ(β )
Dβ

y1(1− y)2β−1
ψ̃(y), 0≤ y≤ 1. (51)

Исключив τ
+
1 (y) из соотношений (51), (22) с учетом условий 1), 3) задачи ТF0 и (2)

получаем интегральное уравнение

ν
+
1 (y) =

1∫
0

K2(y,z)ν+
1 (z)dz+ f (y), 0≤ y≤ 1, (52)

где

K2(y,z) =
{

K21(y,z), 0≤ z≤ y,
K22(y,z), y≤ z≤ 1, (53)

K21(y,z) = χ3y−m0
d
dy

z∫
0

(ym0+1− tm0+1)α0−1tm0(z− t)−2β dt+

+χ3y−m0
d
dy

z∫
0

B(y− t)tm0(z− t)−2β dt, (54)

K22(y,z) = χ3y−m0
d
dy

y∫
0

(ym0+1− tm0+1)α0−1tm0(z− t)−2β dt+

+χ3y−m0
d
dy

y∫
0

B(y− t)tm0(z− t)−2β dt, (55)

f (y) = χ4y−m0
d
dy

y∫
0

(ym0+1− tm0+1)α0−1tm0(1− t)1−β d
dt

1∫
t

(z− t)−β (1− z)2β−1
ψ̃(z)dzdt+

(56)
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+χ4y−m0
d
dy

y∫
0

B(y− t)tm0(1− t)1−β d
dt

1∫
t

(z− t)−β (1− z)2β−1
ψ̃(z)dzdt +F(y,τ+2 ),

здесь χ3 =
γ2Γ(1−β )

γ1Γ(β )Γ(2β )
, χ4 =

1
2γ1Γ(β )Γ(1−β )

.

Исследуем ядро и правую часть интегрального уравнения (52).
С этой целью, заменив t на yη в (53) получим

K21(y,z) = χ3y−m0zα0(m0+1)−2β−1 d
dσ

K(σ)+χ3y−m0
d
dy

z∫
0

B(y− t)tm0(z− t)−2β dt, (57)

где

K(σ) = σ
α0(m0+1)

∞∫
0

η
m0 f1(ση) f2(η)dη , (58)

f1(ση) = (1−ση)
−2β

+ , f2(η) = (1−η
m0+1)α0−1

+ , σ =
y
z
, zl

+ =

{
zl, z > 0,
0, z≤ 0.

Воспользовавшись формулами [6, c. 630(6), c. 631(4)], имеем

f1(s)↔ Γ(1−2β )Γ

[
s

s+1−2β

]
, s < 0, (59)

f2(s)↔
1

m0 +1
Γ(α0)Γ

[
s

m0+1
s

m0+1 +α0

]
, s < 0, (60)

Далее, применив формулу [7, с. 21(1.88)]:

xα

∞∫
0

ξ
β f1(xξ ) f2(ξ )dξ ↔ f ∗1 (s+α) f ∗2 (1− s−α +β ),

в (59) с учетом (59), (60) получим

K(σ)↔ 1
m0 +1

Γ(α0)Γ(1−2β )Γ

[
α0(m0 +1)+ s, 1

m0+1(1+m0− s)−α0

α0(m0 +1)−2β +1+ s, 1
m0+1(1+m0− s)

]
,

−α0 <
s

1+m0
< 1−α0.

Отсюда учитывая [6. cтр.628(8.3.1)], находим

K(σ)↔ 1
m0 +1

Γ(α0)Γ(1−2β )H02
22

σ

∣∣∣∣∣∣ (1−α0(m0 +1), −1) ,
(

α0,
1

m0+1

)
(2β −α0(m0 +1),−1) ,

(
0, 1

m0+1

)  , (61)

где H02
22 – функция Фокса [6].

Подставляя (61) в (57) и используя формулу [6. cтр.629(22)], получим

dK(σ)

dσ
=

(m0 +1)
Γ(α0)Γ(1−2β )

· 1
σ

H03
33

σ

∣∣∣∣∣∣ (0,1),(1−α0(m0 +1),−1) ,
(

α0,
1

m0+1

)
(2β −α0(m0 +1),−1) ,

(
0, 1

m0+1

)
,(1,1)

 . (62)
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Следовательно, в силу формулы [6. cтр.629(22)]с учетом (61) из (57) имеем

K21(y,z)=
χ3

(
1
y

)m0+1
zα0(m0+1)−2β k2β−α0+1

Γ(α0)Γ(1−2β )
Gm̃ñ

p̃q̃

(
σ

k
∣∣∣∣ ∆(k1,a1), ∆(k2,a2), ∆(k3,a3),

∆(l1,b1), ∆(l2,b2), ∆(l3,b3),

)
+

+χ3y−m0zm0+1−2β

1∫
0

B′(y− zµ)µm0(1−µ)−2β dµ, (63)

где Gm̃ñ
p̃q̃ – функция Мейера [6], а k – знаменатель числа 1

m0+1 , ñ = p̃ = q̃ = 2k+2k ·
1

m0+1 , m̃ = 0.

∆(k1,a1) = 0,
1
k
, .......,

k−1
k

,

∆(k2,a2) =
1−α0(m0 +1)

1
m0+1k

,
2−α0(m0 +1)

1
m0+1k

, ...........,
1−α0(m0 +1)+ k−1

1
m0+1k

,

∆(k3,a3) =
α0

k
,

α0 +1
k

, ...........,
α0 + k−1

k
,

∆(l1,b1) =
2β −α0(m0 +1)

1
m0+1k

,
2β −α0(m0 +1)+1

1
m0+1k

, ...........,
2β −α0(m0 +1)+ k−1

1
m0+1k

,

∆(l2,b2) = 0,
1
k
, .......,

k−1
k

, , ∆(l3,b3) =
1
k
,

2
k
, .........,

1+ k−1
k

.

Используя оценки функция Мейера [6, с. 629(32)], [7, с. 19-20(1.80)], с учетом
m̃+ ñ− q̃ = 0 ( у нас m̃ = 0) и ψq̃ = α0−2β −1 < 0, из (63) имеем

|K21(y,z)| ≤ c4

(
yk− zk

)α0−2β−1
, 0≤ z≤ y. (64)

Точно так же оценивая K22(y,z), имеем

|K22(y,z)| ≤ c5

(
zk− yk

)α0−2β−1
, y≤ z≤ 1. (65)

Принимая во внимание (63) и (64), с учетом (55) и (56) из (53) имеем

|K2(y,z)| ≤

{
c4
(
yk− zk)α0−2β−1

, 0≤ z≤ y,

c5
(
zk− yk)α0−2β−1

, y≤ z≤ 1.

Следовательно,

|K2(y,z)| ≤ const
∣∣∣yk− zk

∣∣∣α0−2β−1
. (66)

В силу (11), (51) из (26) следует, что F̄(y,τ+2 ) ∈ C2(0,1) причем функция F̄(y,τ+2 )
может иметь особенность порядка меньше 1−α0 при y→ 0, а при y→ 1 ограничена
[4].

Отсюда учитывая (2), (11) из (56) имеем

| f (y)| ≤ c6y(m0+1)(α0−1). (67)
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Следовательно, f (y)∈C2(0,1), причем f (y) может иметь особенность порядка меньше
(1−α0)(m0 +1) при y→ 0, а при y→ 1 ограничена.

Таким образом, из (65) с учетом (2) заключаем, что интегральное уравнение (52)
является интегральным уравнением Фредгольма 2-рода со слабой особенностью.

Безусловная и однозначная разрешимость интегрального уравнения (52) (в силу
эквивалентности его задаче ТF0) следует из единственности решения задачи ТF0
[5].

После нахождения ν
±
1 (y)

[
ν
±
2 (x)

]
из (52) [(40)] находим τ

±
1 (y)

[
τ
±
2 (x)

]
из (51)

[30] в классе τ
±
1 (y) ∈C(Ī1)C2(I1)

[
τ
±
2 (x) ∈C(Ī2)C2(I2)

]
.

Таким образом, решение задачи ТF0 в области D0 находится как решение первой
краевой задачи (21), а в областях D11, D12, D21, D22−как решение задачи Коши
для уравнения (1). Следовательно, задача ТF0 однозначно разрешима. Теорема 2
доказана. �
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