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Введение

Математическое моделирование экономических процессов, является актуальным
направлением исследования, так как от этого зависит благосостояние граждан и
страны в целом. В экономике наиболее важны динамические модели, параметры
которых изменяются во времени. Это обусловлено тем, что зная динамику интере-
сующего нас экономического параметра можно попытаться построить прогноз его
дальнейшей эволюции.

Динамические модели описываются в основном линейными обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями с начальными условиями, которые легко решаются
известными методами. Как правило, решением таких уравнений, является экспонен-
та с отрицательным или с положительным показателями в зависимости от эконо-
мического смысла. Однако появляются математические модели [1], которые в своих
уравнениях содержать производные дробных порядков [2], [3]. Мы не будем деталь-
но останавливаться на вопросе об экономическом смысле таких дифференциальных
операторов, а лишь рассмотрим особенности решения таких уравнений на примере
модели Эванса.

Постановка задачи

Рассмотрим рынок одного товара. Введем в рассмотрение следующие определя-
ющие функции D(t) ,S (t) и p(t), которые в экономике известны как спрос, предло-
жение и цена. Также будем считать, что спрос и предложения линейно зависят от
цены согласно уравнениям:

D(t) = a0−bp(t) , S (t) = a1 +β p(t) , α,β ,a,b > 0 (1)

Необходимо отметить, что если p(t) = 0, то a>α, т.е. спрос преобладает над предло-
жением при нулевой цене. В модели Эванса определяющим является изменение цена
в зависимости от соотношений между спросом и предложением. Изменение цены
во времени t должно быть пропорционально превышению спроса над предложением,
т.е. имеет место следующее уравнение:

d p
dt

= λ (D(t)−S (t)) , (2)

здесь λ > 0 – коэффициент пропорциональности.
Уравнение в нашем случае можно записать в следующем виде:

d p
dt

=−λ ((b+β ) p(t)−a0 +a1) (3)

Уравнение (3) называется уравнением Самуэльсона. Для определения константы ин-
тегрирования в (3) надо задать начальное условие

p(0) = p0. (4)

Соотношения (3) и (4) определяют задачу Коши. Из уравнения (3) легко можно
определить равновесную цену (D = S), полагая d p

dt = 0, приходим к следующему ре-
зультату:

p̄ =
a0−a1

b+β
> 0. (5)
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Равновесная цена (5) обладает свойством таким, что при p0 > p̄ цена p возрастает
при стремлении к равновесной цене, а при p0 < p̄ цена pсоответственно уменьшает-
ся. Решение задачи Коши (3), (4) можно найти методом вариации постоянной, что
подробно представлено в работе [4]:

p(t) = p0e−λ (β+b)t +
a0−a1

b+β

(
1− e−λ (β+b)t

)
. (6)

В работе [4] показано, что lim
t→∞

p(t) = p̄.

Рассмотрим параметризацию модели (3) и (4). Рассмотрим следующую задачу
Коши:

∂
α
0t p(τ) =−λ ((b+β ) p(t)−a0 +a1) , p(0) = p0,0 < α < 1. (7)

Здесь ∂ α
0t p(τ)=

1
Γ(1−α)

t∫
0

p′ (τ)dτ

(t− τ)α — оператор дробного дифференцирования в смыс-

ле Герасимова – Капуто [5].
Выбор дифференциального оператора обусловлен следующими причинами: 1) воз-

можность применения начального локального условия (4); 2) производная порядка
αот константы равна нулю.

Запишем задачу Коши (7) в виде:

∂
α
0t p(τ) =−λ (b+β ) p(t)+λ (a0−a1) , p(0) = p0,0 < α < 1. (8)

Решение задачи

Решение задачи (8) известно и его можно записать так [3]:

p(t) = p0Eα,1 (−λ (b+β ) tα)+λ (a0−a1)

t∫
0

(t− τ)α−1 Eα,α

(
−λ (b+β )(t− τ)α

)
dτ =

= p0Eα,1 (−λ (b+β ) tα)+λ (a0−a1)

t∫
0

(t− τ)α−1 Eα,α

(
−λ (b+β )(t− τ)α

)
dτ =

= p0Eα,1 (−λ (b+β ) tα)+λ tα (a0−a1)Eα,α+1 (−λ (b+β ) tα) = (9)

= p0Eα,1 (−λ (b+β ) tα)+
a0−a1

b+β
[1−Eα,1 (−λ (b+β ) tα)] =

= p0Eα,1 (−λ (b+β ) tα)+ p̄ [1−Eα,1 (−λ (b+β ) tα)] =

= (p0− p̄)Eα,1 (−λ (b+β ) tα)+ p̄.

Здесь Eα,µ (z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(µ +αk)
— функция типа Миттаг-Леффлера, Γ(z) — гамма-

функция Эйлера.
В решении (9) было использовано свойство функции типа Миттаг-Леффлера

Eα,µ (z) = zEα,α+µ (z)+ 1
Γ(µ) .

Надо заметить, что при значении параметра α = 1 решение с точностью до мно-
жителя перейдет в решение (6). Покажем, что решение (9) при t→ ∞ стремиться к
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(5). Для этого воспользуемся асимптотическим представлением функции при боль-
ших значениях аргумента:

Eα,1 (−λ (b+β ) tα) =
1
α

e[−λ (b+β )]1/α t , |z|= |λ (b+β ) tα | → ∞. (10)

Тогда подставляя (10) в (9) и при t→ ∞ приходим к пределу lim
t→∞

p(t) = p̄.

Решение (9) отличается от решения (6) произволом выбора параметра 0 < α ≤ 1.
В уравнении (7) интеграл со степенным ядром означает довольно хитрое осреднение
цены товара по времени или нелокальность по времени. Это дает замедление дина-
мики цены во времени относительно равновесной цены, когда спрос и предложения
равны. Такое замедление может быть вызвано какими-нибудь внешними факторами
или особенностью монополии.
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