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В данной работе для 50 нелинейных ОДУ второго порядка, обладающих свой-
ством Пенлеве, найдены однопараметрические группы симметрий и в некоторых
случаях построены обшие решения. Статья может служить справочным матери-
алом для математиков, интересующихся нелинейными уравнениями.
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Введение

Дифференциальное уравнение обладает свойством Пенлеве, если его общее ре-
шение на комплескной плоскости (или на римановой поверхности, если решение
многозначно) не имеет подвижных (т.е. зависящих от начальных данных) суще-
ственно особых точек. Согласно теореме Миттаг-Леффлера, функция комплексного
переменного полностью определяется своими особыми точками, поэтому анализ осо-
бенностей нелинейного уравнения на комплексном домене можно рассматривать как
один из способов его решения. В свою очередь, если нелинейной уравнение обладает
свойством Пенлеве, то с большей вероятностью можно рассчитывать на то, что тем
или иным способом это уравнение может быть проинтегрировано.

В начале XX в. П. Пенлеве и его учениками ([1, 2, 4]) была решена задача о
выделении ОДУ второго порядка (в случае первого порядка все тривиально), об-
ладающих свойством Пенлеве. Всего было найдено 50 уравнений, причем 6 из них
оказались неинтегрируемыми в привычном смысле, но образующими новый класс
функций, невыразимых через известные – т.н. трансценденты Пенлеве.

Э. Айнс в своей книге [1] приводит все 50 уравнений. В настоящей работе именно
для них были найдены инфинитезимальные образующие ξ ,η однопараметрической
группы Ли G симметрий [3]

v = ξ (x,y)v1 +η(x,y)v2,

где expv=G и для некоторых построены общие решения. Вычисления производились
в пакете Maple. Cимметрии найдены с помощью подпрограммы для Maple [5].

Уравнения Пенлеве

Результаты приведены в следующем виде:

<уравнение>
<решение> (в некоторых случаях)

<тип уравнения> (для трансцендентов Пенлеве)
<группа симметрий>

Представим некоторые встречающиеся специальные функции:

* WeierstrassP(.) – P-функция Вейерштрасса;

* JacobiSN(.) – эллиптическая функция Якоби (обращение эллиптического интегра-
ла);

* hypergeom(.) – обобщенная гипергеометрическая функция.

1)
d2

dx2 w(x) = 0

w(x) = _C1x+_C2

[ξ = (−C3 +C1)x+C5, η =C4 x+C1 w+C2 (
∂

∂x
w)+C6]
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2)
d2

dx2 w(x) = 6w(x)2

w(x) = WeierstrassP(x+_C1, 0, _C2)

[ξ =−1
2

xC1 +C2, η =C1 w]

3)
d2

dx2 w(x) = 6w(x)2 +
1
2

w(x) = WeierstrassP(x+_C1,−1, _C2)

[ξ =C1, η = 0]

4)
d2

dx2 w(x) = 6w(x)2 + x

[[_Painleve, 1st]]

[ξ = 0, η = 0]

5)
d2

dx2 w(x) =−2(
d
dx

w(x))w(x)+q(x)(
d
dx

w(x))+(
d
dx

q(x))w(x)

[ξ = 0, η = 0]

6)
d2

dx2 w(x) =−8w(x)(
d
dx

w(x))−w(x)3 +q(x)((
d
dx

w(x))+w(x)2)

[ξ = 0, η = 0]

7)
d2

dx2 w(x) = 2w(x)3

w(x) = _C2JacobiSN((xI +_C1)_C2, I)

[ξ =−xC1 +C2, η =C1 w]

8)
d2

dx2 w(x) = 2w(x)3 +β w(x)+ γ

∫ w(x) 1√
_C1+_a4 +β _a2 +2γ _a

d_a− x−_C2 = 0,

∫ w(x)
− 1√

_C1+_a4 +β _a2 +2γ _a
d_a− x−_C2 = 0

[ξ =C1, η = 0]
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9)
d2

dx2 w(x) = 2w(x)3 + xw(x)+ γ

[[_Painleve, 2nd]]

[ξ = 0, η = 0]

10)
d2

dx2 w(x) =−( d
dx

w(x))+w(x)3−12q(x)w(x)+12(
d
dx

q(x))

[ξ = 0, η = 0]

11)
d2

dx2 w(x) =
( d

dx w(x))2

w(x)

w(x) = e(_C1x) _C2

[ξ = (−C2 +C1)x+C3, η =C1 w]

12)
d2

dx2 w(x) =
( d

dx w(x))2

w(x)
+α w(x)3 +β w(x)2 + γ +

δ

w(x)

[ξ =C1, η = 0]

13)
d2

dx2 w(x) =
( d

dx w(x))2

w(x)
+α w(x)4 +2β w(x)3−2γ w(x)−δ +K w(x)2

[ξ =C1, η = 0]

14)
d2

dx2 w(x) =
( d

dx w(x))2

w(x)
−

d
dx w(x)

x
+

α w(x)2 +β

x
+ γ w(x)3 +

δ

w(x)

[[_Painleve, 3rd]]

[ξ = 0, η = 0]

15)
d2

dx2 w(x) =
( d

dx w(x))2

w(x)
+ ex (α w(x)2 +β )+ e(2x) (γ w(x)3 +

δ

w(x)
)

[ξ = 0, η = 0]

16)
d2

dx2 w(x) =
( d

dx w(x))2

w(x)
+q(x)w(x)+

r(x)
w(x)

+(
d
dx

q(x))w(x)2− (
d
dx

r(x))

[ξ = 0, η = 0]

17)

d2

dx2 w(x) =
( d

dx w(x))2

w(x)
+

d
dx w(x)
w(x)

+ r(x)w(x)2−w(x)

(
d2

dx2 r(x)
r(x)

−
( d

dx r(x))2

r(x)2

)
[ξ = 0, η = 0]
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18)
d2

dx2 w(x) =
( d

dx w(x))2

w(x)
−

( d
dx q(x))( d

dx w(x))
w(x)

+w(x)3−q(x)w(x)2 +(
d2

dx2 q(x))

[ξ = 0, η = 0]

19)
d2

dx2 w(x) =
(m−1)( d

dx w(x))2

mw(x)

w(x) = (
_C1x+_C2

m
)m

[ξ = (−C2 +C1)x+C3, η =C1 w]

20)
d2

dx2 w(x) =
1
2
( d

dx w(x))2

w(x)
+4w(x)2

∫ w(x) 1√
4_a3 +_C1_a

d_a− x−_C2 = 0,
∫ w(x)

− 1√
4_a3 +_C1_a

d_a− x−_C2 = 0

[ξ =−1
2

C1 x+C2, η =C1 w]

21)
d2

dx2 w(x) =
1
2
( d

dx w(x))2

w(x)
+4w(x)2 +2w(x)

[ξ =C1, η = 0]

22)
d2

dx2 w(x) =
1
2
( d

dx w(x))2

w(x)
+4w(x)2 +2xw(x)

[ξ = 0, η = 0]

23)
d2

dx2 w(x) =
3
4
( d

dx w(x))2

w(x)
+3w(x)2

[ξ =−1
2

C1 x+C2, η =C1 w]

24)
d2

dx2 w(x) =
3
4
( d

dx w(x))2

w(x)
−1

[ξ =
1
2

C1 x+C2, η =C1 w]

25)
d2

dx2 w(x) =
3
4
( d

dx w(x))2

w(x)
+3w(x)2 +α w(x)+β

[ξ =C1, η = 0]

11
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26)

d2

dx2 w(x) =
(m−1)( d

dx w(x))2

mw(x)
+q(x)w(x)(

d
dx

w(x))− mq(x)2 w(x)3

(m+2)2 +
m( d

dx q(x))w(x)2

m+2

[ξ = 0, η = 0]

27)
d2

dx2 w(x) =
3
4
( d

dx w(x))2

w(x)
− 3

2
w(x)(

d
dx

w(x))− 1
4

w(x)4+

+
1
2
( d

dx q(x))(w(x)2 +( d
dx w(x))+ r(x)w(x)+q(x))

q(x)

[ξ = 0, η = 0]

28)
d2

dx2 w(x) =
3
4
( d

dx w(x))2

w(x)
+

6( d
dx q(x))( d

dx w(x))
w(x)

+8w(x)2+

+12q(x)w(x)−12(
d2

dx2 q(x))−
36( d

dx q(x))2

w(x)

[ξ = 0, η = 0]

29)

d2

dx2 w(x) =
(m−1)( d

dx w(x))2

mw(x)
+(f(x)w(x)+ϕ(x)− m−2

mw(x)
)(

d
dx

w(x))−m f(x)2 w(x)3

(m+2)2 +

+
m(( d

dx f(x))− f(x)ϕ(x))w(x)2

m+2
+ψ(x)w(x)−ϕ(x)− 1

mw(x)

[ξ = 0, η = 0]

30)
d2

dx2 w(x) =
1
2
( d

dx w(x))2

w(x)
− (w(x)−q(x))(

d
dx

w(x))+
1
2

w(x)2−

−2q(x)w(x)2 +3((
d
dx

q(x))+
1
2

q(x)2)w(x)− 72r(x)2

w(x)

[ξ = 0, η = 0]

31)
d2

dx2 w(x) =
1
2
( d

dx w(x))2

w(x)
+

3
2

w(x)2

∫ w(x)
− 2√

6_a3 +2_C1_a
d_a−x−_C2 = 0,

∫ w(x) 2√
6_a3 +2_C1_a

d_a−x−_C2 = 0

[ξ =−1
2

C1 x+C2, η =C1 w]

12
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32)
d2

dx2 w(x) =
1
2
( d

dx w(x))2

w(x)
+

3
2

w(x)2 +4α w(x)2 +2β w(x)− 1
2

γ2

w(x)∫ w(x)
− 2√

6_a3 +16α _a3 +16β _a2 +4γ2 +4_C1_a
d_a− x−_C2 = 0,

∫ w(x) 2√
6_a3 +16α _a3 +16β _a2 +4γ2 +4_C1_a

d_a− x−_C2 = 0

[ξ =C1, η = 0]

33)
d2

dx2 w(x) =
1
2
( d

dx w(x))2

w(x)
+

3
2

w(x)2 +4xw(x)2 +2(x2−α)w(x)− 1
2

β 2

w(x)

[ξ = 0, η = 0]

34)
d2

dx2 w(x) =
1
2
( d

dx w(x))2

w(x)
+4w(x)2 +w(x)α− 1

2
1

w(x)

[ξ =C1, η = 0]

35)
d2

dx2 w(x) =
1
2
( d

dx w(x))2

w(x)
+4α w(x)2− xw(x)− 1

2
1

w(x)

[ξ = 0, η = 0]

36)

d2

dx2 w(x) =
2
3
( d

dx w(x))2

w(x)
− (

2
3

w(x)− 2
3

q(x)− r(x)
w(x)

)(
d
dx

w(x))+
2
3

w(x)3 +
10
3

w(x)2+

+(4(
d
dx

q(x))+ r(x)+
2
3

q(x)2)w(x)+2q(x) r(x)−3(
d
dx

r(x))− 8r(x)2

w(x)

[ξ = 0, η = 0]

37)
d2

dx2 w(x) = (
1
2

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2

w(x) = tanh(
_C1x

2
+

_C2
2

)2

[ξ =−C1 x+C2, η = 0]

38)
d2

dx2 w(x) = (
1
2

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2 +w(x)(w(x)−1)(α (w(x)−1)+

+
β (w(x)−1)

w(x)2 +
γ

w(x)−1
+

δ

(w(x)−1)2 )∫ w(x)
1
/
((−2β +4β _a+2γ _a−δ _a+4_aα−2γ _a2−2β _a2−6α _a2 +2α _a4+

13
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+_C1_a3−2_C1_a2 +_C1_a)(1/2))d_a− x−_C2 = 0,
∫ w(x)

−

−1
/
((−2β +4β _a+2γ _a−δ _a+4_aα−2γ _a2−2β _a2−6α _a2 +2α _a4+

+_C1_a3−2_C1_a2 +_C1_a)(1/2))d_a− x−_C2 = 0

[ξ =C1, η = 0]

39)
d2

dx2 w(x) = (
1
2

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2−
d
dx w(x)

x
+

(w(x)−1)2 (w(x)α +
β

w(x)
)

x2 +
γ w(x)

x
+

δ w(x)(w(x)+1)
w(x)−1

[[_Painleve, 5th]]

[ξ = 0, η = 0]

40)
d2

dx2 w(x) = (
1
2

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2 +
2(q(x)w(x)+ r(x))( d

dx w(x))
w(x)−1

+

+
1
2
(w(x)−1)2 (s(x)2 w(x)− t(x)2

w(x)
)+2(q(x)2− r(x)2− (

d
dx

q(x))− (
d
dx

r(x)))w(x)

[ξ = 0, η = 0]

41)
d2

dx2 w(x) =
2
3
(

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2

3(−signum(w(x)−1))(2/3)w(x)(1/3) hypergeom([
1
3
,

2
3
], [

4
3
], w(x))

signum(w(x)−1)(2/3)
−_C1x−_C2 = 0

[ξ =−C1 x+C2, η = 0]

42)
d2

dx2 w(x) =
2
3
(

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2 +(
d
dx

w(x))(q(x)w(x)+
r(x)
w(x)

−

− s(x)
w(x)−1

− 1
2

q(x)− 1
2

r(x)− 1
2

s(x))+

+w(x)(w(x)−1)

(
3q(x)2 w(x)+

3r(x)2

w(x)2 −
3s(x)2

(w(x)−1)2 +3(
d
dx

q(x))+

+
3
2

q(x)(r(x)+ s(x)−q(x))+
3( d

dx r(x))− 3
2

r(x)(r(x)+ s(x)−q(x))

w(x)
+

+
3( d

dx s(x))− 3
2

s(x)(q(x)+ r(x)+ s(x))

w(x)−1

)
[ξ = 0, η = 0]

14
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43)
d2

dx2 w(x) =
3
4
(

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2

4(−signum(w(x)−1))(3/4)w(x)(1/4) hypergeom([
1
4
,

3
4
], [

5
4
], w(x))

signum(w(x)−1)(3/4)
−_C1x−_C2 = 0

[ξ =−C1 x+C2, η = 0]

44)

d2

dx2 w(x)=
3
4
(

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2+w(x)(w(x)−1)(
α

w(x)
+

β

w(x)−1
+2γ (w(x)−1))

[ξ =C1, η = 0]

45)

d2

dx2 w(x) =
3
4
(

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2 +(A(x)+
B(x)
w(x)

− C(x)
w(x)−1

)(
d
dx

w(x))+

+w(x)(w(x)−1)(4E(x)2 (2w(x)−1)+
B(x)2

w(x)2 −
C(x)2

(w(x)−1)2 +
H(x)
w(x)

+
K(x)

w(x)−1
)

[ξ = 0, η = 0]

46)

d2

dx2 w(x) =
3
4
(

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2−
( d

dx H(x))(1+
3

2w(x)−2
)( d

dx w(x))

H(x)
+

+w(x)(w(x)−1)

(
4β 2 (2w(x)−1)

H(x)2 − 3
4

d
dx H(x)

H(x)2 (w(x)−1)2−

−H(x)
w(x)

−
3( d2

dx2 H(x))

H(x)
+

9
2

( d
dx H(x))2

H(x)2 (w(x)−1)

)
[ξ = 0, η = 0]

47)

d2

dx2 w(x) =
3
4
(

1
w(x)

+
1

w(x)−1
)(

d
dx

w(x))2−
( d

dx H(x))(1+
3

2w(x)−2
)( d

dx w(x))

H(x)
+

+w(x)(w(x)−1)

(
(2α +1)2 (2w(x)−1)

H(x)2 −

−9
4

( d
dx H(x))2

H(x)2 (w(x)−1)2 +
H(x)
w(x)

+
3( d2

dx2 H(x))

H(x)
− 9

2
( d

dx H(x))2

H(x)2 (w(x)−1)

)
[ξ = 0, η = 0]
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48)

d2

dx2 w(x) = (
2
3

1
w(x)

+
1

2w(x)−2
)(

d
dx

w(x))2 +(A(x)w(x)+B(x)+
C(x)
w(x)

)(
d
dx

w(x))+

+w(x)(w(x)−1)(
3
8

A(x)2 w(x)+

+F(x)+
3C(x)2

w(x)2 +
H(x)

(w(x)−1)2 +
K(x)
w(x)

+
H(x)

3w(x)−3
)

[ξ = 0, η = 0]

49)

d2

dx2 w(x) =
1
2
(

1
w(x)

+
1

w(x)−1
+

1
w(x)−α

)(
d
dx

w(x))2+

+w(x)(w(x)−1)(w(x)−α)(β +
γ

w(x)2 +
δ

(w(x)−1)2 +
ε

(w(x)−α)2 )

∫ w(x)
1
/
((2β _a4−2β _a3−2β _a3

α +2β _a2
α−2γ _a2 +2γ _a+2γ _aα−2γ α−

−2ε _a2+2ε _a−2δ _a2+2δ _aα+_C1_a3−_C1_a2−_C1_a2
α+_C1_aα)(1/2))d_a−

−x−_C2 = 0,

∫ w(x)
−1
/
((2β _a4−2β _a3−2β _a3

α +2β _a2
α−2γ _a2 +2γ _a+2γ _aα−

−2γ α−2ε _a2 +2ε _a−2δ _a2 +2δ _aα +_C1_a3−_C1_a2−_C1_a2
α+

+_C1_aα)(1/2))d_a− x−_C2 = 0

[ξ =C1, η = 0]

50)

d2

dx2 w(x)=
1
2
(

1
w(x)

+
1

w(x)−1
+

1
w(x)−α

)(
d
dx

w(x))2(
1
x
+

1
x−1

+
1

w(x)− x
)(

d
dx

w(x))+

+
1
2

w(x)(w(x)−1)(w(x)− x)(α− β x
w(x)2 +

γ (x−1)
(w(x)−1)2 −

(δ −1)x(x−1)
(w(x)− x)2 )

x2 (x−1)2

[ξ = 0, η = 0]
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Заключение

В результате работы для 50 нелинейных ОДУ второго порядка, обладающих свой-
ством Пенлеве, получены геометрические группы симметрий. Интересным фактом
является наличие только тривиальной однопараметрической группы симметрий у
всех 6 трансцендентов Пенлеве. Кроме них, нулевыми симметриями обладают все
те уравнения, правые части которых достаточно сложно устроены и переменная x
входит независимым образом. Между тем, как известно, симметрии тесно связаны с
законами сохранения (теорема Нетер, [3]). Также существует гипотеза [4], согласно
которой трансценденты Пенлеве являются редукциями (в некотором смысле) всех
уравнений нелйнейной математической физики. Тривиальная группа симметрий в
нашем случае может служить подтверждением этой гипотезы. Тогда, если гипотеза
верна, то трансценденты Пенлеве образуют фундаментальный класс объектов, над
которым может быть выстроена современная нелинейная теория. Пока что вопрос
остается открытым.
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