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Введение

Моделирование переноса радона в геологических средах активно используется
для решения многих практических задач, а также для выявления закономерностей
в поведении радона [1-7]. На основе математических моделей производят оценки
параметров переноса и строят прогнозы, находящие свое приложение в различных
областях, например в строительстве для введения поправок к существующим нормам
и правилам, в геологоразведке при поиске урансодержащих руд [8-10], в радиоэколо-
гии при оценках радоноопасности территорий и зданий [3], в геофизике при изучении
литосферно-атмосферных связей [11-15].

Моделирование переноса радона в геологических средах, максимально прибли-
женных при их описании к реальным – сложная задача, поскольку геологическая
среда является неоднородной, слоистой, с заметно различающимися физико - геоло-
гическими характеристиками для каждого слоя. В этом случае необходимо исполь-
зовать модель переноса радона в слоистой среде с непостоянными коэффициентами.
Коэффициенты модели могут являться функциями от пространственной координаты
и от координаты времени, более того, они могут меняться скачкообразно на границе
двух соседних слоев, т. е. быть разрывными на границах каждого слоя за счет силь-
но различающихся параметров грунтов (плотность, пористость, содержание радия,
коэффициенты диффузии и эманирования). В явном виде аналитического решения
для такой модели не существует, поэтому в данном случае обращаются к численным
методам.

Настоящая работа посвящена разработке численного решения для стационарного
и нестационарного диффузионно-адвективного уравнения переноса радона в много-
слойных геологических средах.

Задача стационарного переноса радона в многослойной геологической

среде с разрывными коэффициентами

Рассмотрим сначала задачу стационарного переноса радона в многослойной среде
с разрывными коэффициентами, а потом распространим результаты моделирования и
на случай нестационарного переноса. Поскольку коэффициенты уравнения переноса
могут быть разрывными, на границе каждого слоя задают так называемые условия
идеального контакта (непрерывности), а именно равенства потоков и объемных ак-
тивностей радона.

Постановка задачи

Осуществляется стационарный перенос радона в многослойной пористой среде с
помощью механизмов диффузии и адвекции.

Задача. Требуется установить распределение объемной активности радона
(OA Rn) по глубине z> 0 многослойной геологической среды. Согласно такой по-
становке уравнение переноса радона в N –слойной среде будет иметь следующий
вид:

d
dz

(
D1 (z)

dA1(z)
dz

)
+υ1 (z)

dA1(z)
dz

−λ (A1(z)−A1,∞) = 0,
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d
dz

(
Dn (z)

dAn(z)
dz

)
+υn (z)

dAn(z)
dz

−λ (An (z)−An,∞) = 0, (1)

d
dz

(
Dn+1 (z)

dAn+1(z)
dz

)
+υn+1 (z)

dAn+1(z)
dz

−λ (An+1(z)−An+1,∞) = 0,

d
dz

(
DN (z)

dAN(z)
dz

)
+υN (z)

dAN(z)
dz

−λ (AN(z)−AN,∞) = 0.

Условия на внешних границах всей многослойной структуры принимаются как:

A1(0) = 0, lim
z→∞

AN(z) = AN,∞. (2)

Где An(z) – активность радона, приходящаяся на единицу объема пористой сре-
ды, Бк/м−3, нижний индекс (n= 1, . . . ,N) указывает на номер соответствующего
слоя; N – количество слоев; ln – толщина n-го слоя, м; υn – скорость адвективно-
го переноса радона в n-ом слое, м/с; Dn – эффективный (объемный) коэффициент
диффузии радона в n-ом слое, м2/с; λ – постоянная распада радона, с−1; An,∞ –
объемная активность радона, находящегося в радиоактивном равновесии с 226Ra
в n-ом слое, Бк/м−3, которая равна An,∞ = Kn,emAn,Raρn,s(1−ηn) , где Kn,em – коэф-
фициент эманирования радона для слоя n, отн. ед.; An,Ra – удельная активность
226Ra для слоя n, Бк/кг ; ρn,s – плотность твердых частиц грунта, кг/м−3 для
n-го слоя; ηn – пористость грунта для n-го слоя.

Методика решения

Рассмотрим расчетную область задачи (1,2). Пусть толщина геологической сре-
ды, для которой будем производить расчеты, l является достаточно большой ве-
личиной. Тогда ее можно представить в виде суммы соответствующих слоев: l =
l1 + l2 + ...+ ln−1 + ln + ln+1 + ...+ lN . Разобьем толщину слоя на K1 точек, тогда
l1 = i1h1, где i1=0,1,2,. . . ,K1− 1, h1 – шаг сетки для слоя l1. Для слоя l2 анало-
гично будем иметь l2 = i2h2, где i2 = K2, K2+1,. . . ,K2−1. Продолжая процесс для n-го
слоя, получим: ln = inhn, где in = Kn−1,Kn−1 + 1, . . .,Kn− 1. Наконец, для последнего
слоя будем иметь lN = iNhN , где iN = KN−1,KN−1+1,. . . ,KN-1, KN Для простоты поло-
жим, что h = h1 = h2=. . . =hn=. . . =hN , т.е. будем рассматривать равномерную сетку
по пространственной координате. Тогда для всей толщины грунта будет выполнено
соотношение l=ih, где i=0, 1, 2,. . . , K1− 1, K1, K1+1,. . . ,K2− 1, K2, K2+1,. . . ,Kn− 1,
Kn, Kn+1,. . . , KN−1, KN . Область рассматриваемой задачи приведена на рис.1.

Для решения задачи (1,2) используем интегро-интерполяционный метод. Соглас-
но, этому методу осуществляется переход от системы дифференциальных уравне-
ний (1) к алгебраической системе, которая представлена в разностной форме. Такой
переход осуществляется с помощью некоторого интегрального соотношения (урав-
нения баланса), выражающего закон сохранения для малого объема [16]. Входящие
в уравнение баланса интегралы и производные следует заменить приближенными
разностными выражениями. Таким образом, для решения задачи переноса радона в
слоистых средах используем интегро-интерполяционный метод (метод баланса) по-
строения консервативных разностных схем [17, 18].
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Рис. 1. Расчетная область для задачи (1,2)

Запишем для уравнения (1) на n-ом слое уравнение баланса на отрезке zin−1/2 ≤
z≤ zin+1/2 где zin−1/2 = h(in−1/2), h – шаг разностной схемы, [18]

zin+1/2∫
zin−1/2

d
dz

(
Dn(z)

dAn(z)
dz

)
dz+

zin+1/2∫
zin−1/2

υn(z)
dAn(z)

dz
dz− (3)

−λ

zin+1/2∫
zin−1/2

An(z)dz =−λ

zin+1/2∫
zin−1/2

An,∞(z)dz.

Балансное соотношение (3) отражает закон сохранения для отрезка zin−1/2 ≤ z ≤
zin+1/2. Для получения разностного уравнения из балансного соотношения (3) необ-
ходимо использовать те или иные восполнения сеточных функций. Функцию ре-
шения будем искать в целых узлах (A(z),z = zin), а диффузионный и адвективный
потоки – в полуцелых. Представим первый интеграл разностью диффузионных по-

токов (q(z) = −Dn(z)
dAn(z)

dz
,z = zin±1/2) в полуцелых узловых точках и запишем их

аппроксимацию в соответствии с работой [18]

qn,in+1/2−qn,in−1/2 =
Dn,in+1/2An,in+1− (Dn,in+1/2 +Dn,in−1/2)An,in +Dn,in−1/2An,in−1

h
. (4)

Произведем далее аппроксимацию второго интеграла, отражающего адвективный
поток радона, с использованием квадратурной формулы трапеций:

zin+1/2∫
zin−1/2

υn(z)
dAn(z)

dz
dz≈

υn,in−1/2

2
(An,in−An,in−1)+

υn,in+1/2

2
(An,in+1−An,in) . (5)

Произведем аппроксимацию других членов уравнения (распад и образование радона)
функциями, значения которых будем искать в целых узлах сетки:

λ

zin+1/2∫
zin−1/2

A(z)dz≈ λhAin, λ

zin+1/2∫
zin−1/2

An,∞(z)dz≈ λhAn,∞in . (6)
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Выражения (4), (5) и (6) подставим в уравнение (3), что приведет нас к системе
алгебраических уравнений следующего вида:

−αn,inAn,in−1 + γn,inAn,in−βn,inAn,in+1 = Fn,in,

αn,in =
Dn,in−1/2

h2 −
υn,in−1/2

2h
, γn,in =

Dn,in+1/2 +Dn,in−1/2

h2 +
υn,in+1/2−υn,in−1/2

2h
+λ , (7)

βn,in =
Dn,in+1/2

h2 +
υn,in+1/2

2h
, Fn,in = λAn,∞in.

Систему (7) для n-го слоя (1) решаем методом прогонки:

An,in = pn,in+1An,in+1 +qn,in+1, in = Kn−1,Kn−1 +1,Kn−1 +2...,Kn−2

pn,in+1 =
βn,in

γn,in− pn,inαn,in
, qn,in+1 =

βn,inqn,in +Fn,in
γn,in− pn,inαn,in

. (8)

Аналогично, применяя алгоритм для n+1 слоя, получим решение

An+1,in+1 = pn+1,in+1+1An,in+1+1 +qn+1,in+1+1, in+1 = Kn +2,Kn +3, ...,Kn+1−1,Kn+1

pn+1,in+1+1 =
βn+1,in+1

γn+1,in+1− pn+1,in+1αn+1,in+1

, qn+1,in+1 =
βn+1,inqn+1,in+1 +Fn+1,in+1

γn+1,in+1− pn+1,in+1αn+1,in+1

. (9)

В итоге, решение задачи (1,2) можно записать следующим образом

A1,0 = 0, A1,i = p1,i+1A1,i+1 +q1,i+1, A1,K1 = p1,A1+1A1,K1+1 +q1,K1+1,

A2,i = p2,i+1A2,i+1 +q2,i+1, An,i = pn,i+1An,i+1 +qn,i+1, An,Kn = pn,Kn+1An,Kn+1 +qn,Kn+1

An+1,i = pn+1,i+1An+1,i+1 +qn+1,i+1, AN−2,i = pN−2,i+1AN−2,i+1 +qN−2,i+1, (10)

AN−2,KN−2 = pN−2,KN−2+1AN−2,KN−2+1+qN−2,KN−2+1, AN−1,i = pN−1,i+1AN−1,i+1+qN−1,i+1,

AN,N = A∞, q1 = 0, p1 = 0,

i = 1,2, . . .,K1−1,K1,K1 +1, . . .,K2−1,K2,K2 +1, . . .,Kn−1,Kn,Kn +1, . . .,KN−1.

Задача нестационарного переноса радона в многослойной

геологической среде

Моделирование динамики радонового поля в различных геологических средах
с последующим анализом полученных временных рядов методом их сравнения с
результатами прямых и косвенных измерений позволит уточнять параметры моде-
ли переноса радона. Сопоставление временных рядов радонового поля, полученных
численным и экспериментальным методами, является одним из способов анализа
влияния на уровень и вариации радонового поля состояния и изменчивости метеоро-
логических, электрических и актинометрических параметров атмосферы, факторов
космической погоды, изменения напряженно-деформированного состояния геологи-
ческой среды [11].
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Постановка задачи

Осуществляется нестационарный перенос радона в многослойной геологической
среде с помощью процессов диффузии и адвекции.

Задача. Требуется установить распределение объемной активности радона
по глубине геологической среды и во времени. В нестационарном случае система
уравнений (1) для N – слойной среды может быть записана в виде:

∂A1(z, t)
∂ t

− ∂

∂ z

(
D1 (z, t)

∂A1(z, t)
∂ z

)
−υ1 (z, t)

∂A1(z, t)
∂ z

+λ (A1(z, t)−A1,∞) = 0,

∂A2(z, t)
∂ t

− ∂

∂ z

(
D2 (z, t)

∂A2(z, t)
∂ z

)
−υ2 (z, t)

∂A2(z, t)
∂ z

+λ (A2(z)−A2,∞) = 0,

∂An(z, t)
∂ t

− ∂

∂ z

(
Dn (z, t)

∂An(z, t)
∂ z

)
−υn (z, t)

∂An(z, t)
∂ z

+λ (An(z)−An,∞) = 0, (11)

∂An+1(z, t)
∂ t

− ∂

∂ z

(
Dn+1 (z, t)

∂An+1(z, t)
∂ z

)
−υn+1 (z, t)

∂An+1(z, t)
∂ z

+λ (An+1(z)−An+1,∞)= 0,

∂AN(z, t)
∂ t

− ∂

∂ z

(
DN (z, t)

∂AN(z, t)
∂ z

)
−υN (z, t)

∂AN(z, t)
∂ z

+λ (AN(z)−AN,∞) = 0.

Также на внешних границах грунта задаются краевые условия первого рода

lim
z→0

A1(z, t) = 0, lim
z→∞

AN (z, t) = AN,∞ (12)

и начальное условие
AN(z,0) = AN,∞(z). (13)

Методика решения

Для численного анализа задачи (11,12, 13) применим метод баланса [18]. Рас-
смотрим расчетную область для этой задачи. Введем равномерные сет-
ки: ωh = zi = ih, i = 0,1,2, ..,K1, ...,K2, ...,KN , h = 1/KN с шагом h на полу-
бесконечном интервале 0 ≤ z < ∞, где KN – достаточно большое число; ωτ ={

t j = jτ, j = 0,1, ...,T,τ = T/Kn
}

с шагом τ на отрезке 0 ≤ t ≤ T . Они образуют об-
щую равномерную сетку: ωhτ = ωh×ωτ =

{
(zi, t j),zi = ih,0 < i < KN , t j = jτ,0 < j ≤ T

}
,

т. е. расчетная область представляет собой прямоугольник. Введем сеточную функ-
цию решения A

(
zi, t j

)
= A j

i ∈ ωhτ , которую будем рассматривать в целых узлах рав-
номерной сетки, а поток, диффузию и адвекцию – в полуцелых узлах. Согласно
уже приведенной методике, после интегрирования по отрезку zin−1/2 ≤ z≤ zin+1/2 для
n-го слоя грунта с учетом аппроксимации по времени получаем трехдиагональную
систему алгебраических уравнений:

−αn,iA
j+1
n,i−1 + γn,iA

j+1
n,i −βn,iA

j+1
n,i+1 = Fn,i,

αn,i =

τD j+1/2
n,in−1/2

h2 −
τυ

j+1/2
n,in−1/2

2h

 , βn,i =
τD j+1/2

n,in+1/2

h2 +
τυ

j+1/2
n,in+1/2

2h
, (14)
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γn,i =
τ

(
D j+1/2

n,in+1/2 +D j+1/2
n,in−1/2

)
h2 +

(
υ

j+1/2
n,in+1/2−υ

j+1/2
n,in−1/2

)
2h

+1+λτ, Fn,in = A j
n,in +λτAn,∞in .

Решение системы (14) можно получить методом прогонки. Применяя эту методи-
ку для остальных слоев, получим решение:

A j+1
1,K1

= p1,K1+1A j+1
1,K1+1 +q1,K1+1, A j+1

2,i = p2,i+1A j+1
2,i+1 +q2,i+1,

A j+1
n,i = pn,i+1A j+1

n,i+1 +qn,i+1, A j+1
n,Kn

= pn,Kn+1A j+1
n,Kn+1 +qn,Kn+1,

A j+1
n+1,i = pn+1,i+1A j+1

n+1,i+1 +qn+1,i+1, A j+1
N−2,i = pN−2,i+1A j+1

N−2,i+1 +qN−2,i+1, (15)

A j+1
N−2,KN−2

= pN−2,KN−2+1A j+1
N−2,KN−2+1+qN−2,KN−2+1, A j+1

N−1,i = pN−1,i+1A j+1
N−1,i+1+qN−1,i+1,

AN,N = AN,∞i, q1 = 0, p1 = 0,

i = 1,2, . . .,K1−1,K1,K1 +1, . . .,K2−1,K2,K2 +1, . . .,Kn−1,Kn,Kn +1, . . .,KN−1.

На основе описанной численной модели переноса радона в неоднородных слои-
стых геологических средах был разработан алгоритм и создана программа «SimRaTran»
[19], позволяющая моделировать перенос радона в пористых средах, представленных
несколькими (до 20-ти) эманирующими слоями с различными параметрами. Эта про-
грамма позволяет рассчитывать распределение объемной активности радона и плот-
ности потока радона по глубине, плотность потока радона с поверхности земли в
атмосферу.

Результаты численного моделирования

Рассмотрим одну из практических задач, для решения которых может быть ис-
пользована приведенная ранее численная модель (10). Большой практический инте-
рес представляет оценка влияния на величину объемной активности приповерхност-
ного радона (на глубине измерения, обычно не более 1 м) ниже залегающих урансо-
держащих пород. Произведем расчеты функции распределения объемной активности
радона по глубине для территории, геологическая структура которой является слои-
стой.

Рассмотрим среду, состоящую из трех слоев мощностью l1 = 4 м, l2 = 2 м, l3
= 8 м, параметры которых (Dn, Kn,em, ρn,s, ηn) для упрощения анализа, являются
одинаковыми. В первом и третьем слое ARa=30 Бк/м3. Во втором слое активность
радия, продукта распада урана, была выбрана для расчетов из характерного для
урансодержащих пород диапазона ARa= 1000 Бк/м3.

Численные расчеты были произведены при разных значениях и направлении ско-
рости адвекции, взяты из диапазона значений, полученного в работе [20]. При поло-
жительных значениях скорости υ адвективный поток направлен к поверхности земли
и складывается с диффузионным, увеличивая суммарный поток радона в атмосфе-
ру. При отрицательных значениях υ адвективный поток радона направлен вглубь
земной поверхности, снижая суммарный поток радона в атмосферу и соответственно
значение поровой активности радона у поверхности земли.

На рис. 2 показаны функции зависимости объемной активности радона от глу-
бины при положительной и отрицательной скорости адвекции |~υ |=10−6 м/с. Там же
для сравнения показана функция распределения объемной активности по глубине в
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случае однородной среды, т. е. все три слоя представлены суглинком с одинаковым
содержанием радия ARa = 30 Бк/м3, а скорость адвективного потока взята равной
10−6 м/с.

Рис. 2. Кривые распределения объемной активности радона по глубине геосреды с 4-мя
слоями. 1 - кривая распределения радона с υ = −4 · 10−6 м/с; 2 – кривая распределение
радона с υ = 4 ·10−6 м/с; 3 – кривая распределения радона в однородной среде с υ = 4 ·10−6

м/с ; 4 – кривая распределения радона в однородной среде с υ = 0 м/с

Анализ функций распределения объемной активности радона (рис. 2) показал, что
влияние второго высокоактивного слоя, залегающего даже на небольшой глубине от
4 до 6 метров, может при определенных условиях не проявляться на результатах
измерения поровой активности радона, производимых, например, в радиоэкологиче-
ских или геологоразведочных целях, при оценках радоноопасности территорий. При
отрицательной скорости адвекции объемная активность радона до глубины 2 м не
превышает значений, которые наблюдаются в относительно однородной среде.

На рис. 3. представлены кривые распределения объемной активности радона в
слоистой среде (n = 4) в различные моменты времени t согласно (14). Мощность
слоев составляет: l1 = 1 м; l2 = 2 м; l3 = 3 м; l4 = 4 м. Для простоты анализа
физико-геологические параметры для каждого слоя брали одинаковыми, кроме со-
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держаниями радия, которое составляло для 1 слоя – 90 Бк/м3, 2-го – 4 Бк/м3, 3-го
– 30 Бк/м3, 4-го – 1000 Бк/м3.

Рис. 3. Распределение объемная активности радона по глубине геосреды с 4-мя слоями в
моменты времени t. a) υ = 4 ·10−6 м/с при: – (1) t = 107с; – (2), t = 105 с; – (3), t = 2 ·105 с;
– (4), t = 3 ·105 с; в) – υ =−4 ·10−6 м/с в те же моменты времени t; б) – υ =−4 ·10−6 м/с в
момент времени t = 107с; г)– v = 4 ·10−6 м/с в момент времени t = 107с

На рис. 3a представлено семейство расчетных кривых распределений объемной
активности радона в геологической среде со скоростью адвекции υ = 4 · 10−6 м/с.
На рисунке показано, что на границе 1-го и 2-го слоев объемная активность радона
в разные моменты времени составляет A = 25 – 50 кБк/м3, на границе 2-го и 3-го
слоев – A = 25 – 100 кБк/м3, на границе 3-го и 4-го слоев – A = 400 – 450 кБк/м3.

На рис. 3в представлено семейство расчетных кривых распределений объемной
активности радона в среде с отрицательной скоростью адвекции v = −4 · 10−6 м/с.
На границе 1-го и 2-го слоев объемная активность радона уменьшилась: A = 10 – 25
кБк/м3; на границе 2-го и 3-го слоев A = 25 кБк/м3, на границе 3-го и 4-го слоев A
= 200 – 250 кБк/м3. Такой эффект подтверждает тот факт, что при отрицательной
скорости адвекции радона суммарный его поток уменьшается.
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На (рис. 3,б,г) представлены случаи, когда при достаточно большом моменте
времени (t = 107с.) кривые распределений объемной активности радона совпадают
со стационарным режимом переноса радона в геологической среде (8). Это подтвер-
ждает адекватность построенного численного решения.

Таким образом, если измерения производить в те периоды времени, когда адвек-
тивный поток направлен вглубь земли, можно получить ошибочные результаты по
оценке радоноопасности обследуемой территории. Наоборот, при больших адвектив-
ных потоках в атмосферу объемная активность радона на глубине измерения (обычно
1 м) может увеличиваться до 5 раз.

Заключение

Построена численная модель нестационарного диффузионно-адвективного пере-
носа радона в многослойных геологических средах и представлено ее решение. В
разработанной модели учтена особенность переноса радона в многослойной среде –
коэффициенты уравнения переноса могут быть разрывными на границах каждого
слоя.

Адекватность построенного численного решения подтверждена данными расче-
тов по нестационарной численной модели, показывающих, что в определенные мо-
менты времени кривые распределений объемной активности радона совпадают со
стационарным режимом переноса радона в геологической среде. Анализ результатов
численного моделирования с учетом того, что скорость адвекции может изменять-
ся в течение суток в широком диапазоне значений и менять свой знак, указывает
на необходимость проведения интегральных измерений активности радона в почвен-
ном воздухе для получения достоверной оценки радонового потенциала обследуемой
территории.
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