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Введение

Важной задачей при исследовании систем управления, имеющих нелинейности и
неопределенности, является задача определения состояния системы в зависимости от
начальных данных. Для линейных систем эта задача решается построением линей-
ного наблюдателя для наблюдаемой системы. В теории линейных систем одним из
важнейших результатов является принцип разделения, состоящий в том, что постро-
ение регулятора и наблюдателя может быть выполнено раздельно вне зависимости
от устойчивости замкнутой системы (см. [1, 2]).

В настоящей работе принцип разделения распространен на классы нелинейных
систем с нечетким управлением. Кроме того, для этих классов найдены условия
асимптотической устойчивости. Эти условия могут быть использованы в задачах со-
вершенствования технологических процессов и технических систем нечеткого управ-
ления, а также для решения задачи безопасности функционирования процессов и
систем.

При построении непрерывных моделей Takagi–Sugeno (см. [3]) используются
нечеткие предикатные правила.Например, если z1(t) есть Mi1 и . . . и zp(t) есть Mip,

ТО
{

ẋ(t) = Ai x(t) + Bi u(t) ,
y(t) =Ci x(t) , i = 1, 2, . . . r,

где Mi j – нечеткое множество, r – число нечетких правил, x(t) ∈ Rn – фазовый
вектор, u(t) ∈ Rm – вектор входа, y(t) ∈ Rq – вектор выхода, Ai ∈ Rn × n, Bi ∈ Rn × m,
Ci ∈ Rq × n, z(t) = (z1(t), . . . , zp(t)) – вектор известных переменных посылок, которые
могут быть функциями фазовых переменных, внешних возмущений или времени.

Нечеткие модели Takagi–Sugeno обладают высокими аппроксимационными свой-
ствами. Увеличивая число n можно описать с высокой точностью нелинейные дина-
мические процессы. Кроме этого, усредняющие свойства механизма вывода и специ-
фический вид функций принадлежности позволяют сделать модели Takagi–Sugeno
малочувствительными к погрешностям измерений.

Являясь нелинейными и непрерывными функциями входных переменных и пара-
метров, нечеткие модели Takagi–Sugeno позволяют аналитически исследовать устой-
чивость нелинейных систем.

Примеры нечетких моделей

Одним из методов исследования устойчивости нечетких систем является метод
линейных матричных неравенств, который используется для анализа устойчивости
однородных непрерывных и дискретных нечетких систем. Удобство метода линей-
ных матричных неравенств связано с возможностями его численной реализации в
интегрированной среде MATLAB.

Для иллюстрации конкретных шагов по построению нечетких моделей рассмот-
рим два примера.

Пример 1. В нелинейной ситеме

ẋ1(t) = 2x1(t)+ x1 (t)x4
2(t),

ẋ2(t) = x2(t) + (2+ x2(t)) x3
1(t),
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будем предполагать для простоты, что x1(t) ∈ [−1, 1] и x2(t) ∈ [−1, 1]. Перепишем
систему в виде(

ẋ1 (t)
ẋ2 (t)

)
=

(
2 x1 (t)x3

2 (t)
(2+ x2 (t))x2

1 (t) 1

)(
x1 (t)
x2 (t)

)
.

Обозначим x(t) =
(

x1 (t)
x2 (t)

)
, ẋ(t) =

(
ẋ1 (t)
ẋ2 (t)

)
. Нелинейные члены x1 (t)x3

2 (t) и

(2+ x2 (t))x2
1 (t) обозначим как z1 (t) и z2 (t), т. е. z1 (t)= x1 (t)x3

2 (t), z2 (t)= (2+ x2 (t))x2
1 (t).

Тогда исходная система перепишется в виде

ẋ(t) =
(

2 z1 (t)
z2 (t) 1

)
x(t) .

Найдем теперь минимальное и максимальное значения z1 (t) и z2 (t) при условии,
что x1(t) ∈ [−1, 1] и x2(t) ∈ [−1, 1]. Очевидно, что

min
x1(t), x2(t)

z1 (t) =−1, max
x1(t), x2(t)

z1 (t) = 1,

min
x1(t), x2(t)

z2 (t) = 0, max
x1(t), x2(t)

z2 (t) = 3.

Таким образом, нелинейные члены z1 (t) и z2 (t) могут быть представлены в виде

z1(t) = M1
1 (z1(t)) ·1+ M2

1 (z1(t)) · (−1) ,

z2(t) = M1
2 (z2(t)) ·3 + M2

2 (z2(t)) ·0 ,

где
M1

1 (z1 (t))+M2
1 (z1 (t)) = 1,

M1
2 (z2 (t))+M2

2 (z2 (t)) = 1.

Выражая функции принадлежности нечетких множеств M j
i через z1 (t) и z2 (t), полу-

чим:

M1
1 (z1 (t)) =

z1 (t)+1
2

, M2
1 (z1 (t)) =

1− z1 (t)
2

,

M1
2 (z2 (t)) =

z2 (t)
3

, M2
2 (z2 (t)) =

3− z2 (t)
3

.

Правило модели 1

ЕСЛИ z1 (t) есть M1
1 и z2 (t) есть M2

2 , ТО ẋ(t) = A1x(t).

Правило модели 2

ЕСЛИ z1 (t) есть M1
1 и z2 (t) есть M1

2 , ТО ẋ(t) = A2x(t).

Правило модели 3

ЕСЛИ z1 (t) есть M2
1 и z2 (t) есть M2

2 , ТО ẋ(t) = A3x(t).

Правило модели 4
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ЕСЛИ z1 (t) есть M2
1 и z2 (t) есть M1

2 , ТО ẋ(t) = A4x(t).

Здесь A1 =

(
2 1
3 1

)
, A2 =

(
2 1
0 1

)
, A3 =

(
2 −1
3 1

)
, A4 =

(
2 −1
0 1

)
.

При дефаззификации получаем ẋ(t) =
4
∑

i=1
hi (z(t))Aix(t), где

h1 (z(t)) = M1
1 (z1 (t))×M2

2 (z2 (t)) , h2 (z(t)) = M1
1 (z1 (t))×M1

2 (z2 (t)) ,

h3 (z(t)) = M2
1 (z1 (t))×M2

2 (z2 (t)) , h4 (z(t)) = M2
1 (z1 (t))×M1

2 (z2 (t)) .

Эта нечеткая модель точно представляет нелинейную систему в области [−1, 1]×
[−1, 1].

Пример 2. Рассмотрим нелинейную систему

ẋ1(t) = x2(t)+ x2
3(t)+

(
x4

1 (t)+1
)

u(t) , ẋ2(t) = 3x1(t) + x2(t),

ẋ3(t) = x4
1(t) x(4t) + x3(t), ẋ4(t) = x2

3(t) + x2(t), (1)

y1(t) =
(
x4

1(t)+1
)

x2 (t) + x4(t), y2(t) = x2(t)+ 2x3(t).

Предположим, что x1(t) и x3(t) в системе (1) наблюдаемы и при этом x2(t) и x4(t)
оцениваются нечетким наблюдателем. Также предположим, что

x1(t) ∈ [−a, a] , x3(t) ∈ [−b, b] , (2)

где a и b принимают положительные значения. Нелинейные члены x2
1(t) b x4

3(t)
можно представить в виде

x2
1 (t) = M1

1 (x1 (t)) ·a2 +M2
1 (x1 (t)) ·0,

x4
3 (t) = M1

2 (x3 (t)) ·b4 +M2
2 (x3 (t)) ·0,

где
M1

1 (x1 (t)) , M2
1 (x1 (t)) , M1

2 (x3 (t)) , M2
2 (x3 (t)) ∈ [0, 1] ,

M1
1 (x1 (t))+M2

1 (x1 (t)) = 1, M1
2 (x3 (t))+M2

2 (x3 (t)) = 1.

Решая эти уравнения, получим:

M1
1 (x2 (t)) =

x2
1 (t)
a2 , M2

1 (x1 (t)) = 1−M1
1 (x1 (t)) = 1−

x2
1 (t)
a2 ,

M1
2 (x3 (t)) =

x4
3 (t)
b4 , M2

2 (x3 (t)) = 1−M1
2 (x3 (t)) = 1−

x4
3 (t)
b4 .

Тогда нелинейная система представляется нечеткой моделью Takagi–Sugeno, за-
даваемой с помощью правил вида:

Правило 1
ЕСЛИ x1(t) есть M1

1 и x3(t) есть M1
2 ,

ТО
{

ẋ(t) = A1x(t)+B1u(t) ,
y(t) =C1x(t) .
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Правило 2
ЕСЛИ x1(t) есть M1

1 и x3(t) есть M2
2 ,

ТО
{

ẋ(t) = A2x(t)+B2u(t) ,
y(t) =C2x(t) .

Правило 3
ЕСЛИ x1(t) есть M2

1 и x3(t) есть M1
2 ,

ТО
{

ẋ(t) = A3x(t)+B3u(t) ,
y(t) =C3x(t) .

Правило 4
ЕСЛИ x1(t) есть M2

1 и x3(t) есть M2
2 ,

ТО
{

ẋ(t) = A4x(t)+B4u(t) ,
y(t) =C4x(t) .

Здесь x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t), x4(t))
T ,

A1 =


0 1 0 0
3 1 0 0
0 0 1 a4

0 1 0 0

 , B1 =


a4 +1
0
0
0

 , C1 =

(
0 a4 +1 0 1
0 1 2 0

)
,

A2 =


0 1 b2 0
3 1 0 0
0 0 1 a4

0 1 b2 0

 , B2 =


a4 +1
0
0
0

 , C2 =

(
0 a4 +1 0 1
0 1 2 0

)
,

A3 =


0 1 0 0
3 1 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0

 , B3 =


1
0
0
0

 , C3 =

(
0 1 0 1
0 1 2 0

)
,

A4 =


0 1 b2 0
3 1 0 0
0 0 1 0
0 1 b2 0

 , B4 =


1
0
0
0

 , C4 =

(
0 1 0 1
0 1 2 0

)
.

Нечеткая модель, задаваемая указанными правилами, является точным представ-
лением нелинейной системы (1) при условиях (2) в случае, когда исходные перемен-
ные не зависят от оценки переменных x2(t) и x4(t). При численном моделировании
можно задавать различные значения a и b в рамках использования изучаемой тех-
нической системы.

Построенный нечеткий регулятор делает асимптотически устойчивой систему
управления в целом, при этом оценка нечеткого наблюдателя состояния нелиней-
ной системы является оценкой, которая характеризуется отсутствием стационарных
ошибок.
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Построение нечеткого регулятора нелинейной системы в общем случае

Пусть z(t) = (z1(t), . . . , zp(t)), wi (z(t)) – произведение всех различных Mi j, соот-
ветствующих iму правилу, то есть

wi (z(t)) =
p

∏
j=1

Mi j(z j(t)) , hi (z(t)) =
wi (z(t))

r
∑

i=1
wi (z(t))

.

Тогда для всех t выполнено:
r
∑

i=1
hi (z(t)) = 1, hi (z(t))≥ 0. Полагаем:

ẋ(t) =
r

∑
i=1

hi (z(t)) (Ai x(t) + Bi u(t)) ,

y(t) =
r

∑
i=1

hi (z(t))Ci x(t) . (3)

При построении нечеткого наблюдателя требуется (см. [4, 5]), чтобы выполнялось
соотношение

x(t) = x̂(t)→ 0

При t → ∞, где x̂(t) положение вектора, определенное нечетким наблюдателем.
Это условие гарантирует стремление к нулю стационарной ошибки. Структура нечет-
кого наблюдателя для непрерывной нечеткой системы задается с помощью правил
следующего вида:

ЕСЛИ z1(t) есть Mi1 и . . . и zp(t) есть Mip

ТО
{

ˆ̇x(t) = Aix̂(t)+Biu(t)+Ki (y(t)− ŷ(t))
ŷ(t) =Cix̂(t) , i = 1,2, ...,r.

Если вектор z(t) не зависит от состояния переменных, определенных нечетким
наблюдателем, то при наличии нечеткого наблюдателя регулятор примет вид

u(t) =−
r

∑
i=1

hi (z(t))Fix̂(t). (4)

Соответствующие правила управления имеют следующий вид:

ЕСЛИ z1(t) есть Mi1 и . . . и zp(t) есть Mip, ТО

u(t) =−
r

∑
i=1

hi (z(t))Fix̂(t).

Нечеткий наблюдатель для непрерывной нечеткой системы задается равенствами

ˆ̇x(t) =−
r

∑
i=1

hi (z(t))(Aix̂(t)+Biu(t)+Ki (y(t)− ŷ(t))), (5)

ŷ(t) =
r

∑
i=1

hi (z(t))Cix̂(t).
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С учетом (3)–(5) расширенная непрерывная система принимает вид

β̇ (t) =
r

∑
i=1

r

∑
j=1

h i (z(t)) h j (z(t)) G i j β (t) ,

где β (t) = (x(t), α (t)) , Gi j =

(
Ai −BiFj BiFj
0 Ai −KiC j

)
, и α (t) определяется уравне-

нием

α̇ (t) =
r

∑
i=1

r

∑
j=1

h i (z(t)) h j (z(t)) (Ai Ki−C j)α (t) .

Здесь значения Fi, Ki находятся с помощью техники выпуклой оптимизации на
основе линейных матричных неравенств (см., например, [5]).

Асимптотическая устойчивость состояния равновесия нечетких

управляемых систем

Система ẋ(t) = f (x(t) , u(t)) называется квадратично устойчивой, если существует
квадратичная функция, V (x(t)) = xT (t)Px(t), V (0) = 0, удовлетворяющая условиям

V (x(t))> 0 ∀x(t) 6= 0⇔ P > 0 и V̇ (x(t))< 0 ∀x(t) 6= 0.

Если такая функция V существует, то она называется функцией Ляпунова. Рас-

смотрим систему ẋ(t) =
r
∑

i=1
hi (z(t))Aix(t). Условие V̇ (x(t))< 0 переписывается в виде

V̇ (x(t)) = ẋT (t)Px(t)+ xT (t)Pẋ(t) =

=

(
r

∑
i=1

hi (z(t))Aix(t)

)T

Px(t)+ xT (t)P

(
r

∑
i=1

hi (z(t))Aix(t)

)
=

=
r

∑
i=1

hi (z(t))
(
xT (t)

(
AT

i P
)

x(t)+ x(t)(PAi)x(t)
)
=

=
r

∑
i=1

hi (z(t))xT (t)
(
AT

i P+PAi
)

x(t)< 0.

Таким образом, достаточным условием асимптотической устойчивости рассмат-
риваемой системы является наличие положительно определенной матрицы , такой,
что AT

i P+PAi < 0, i = 1, 2, . . . , r.
Для получения условий устойчивости для замкнутых систем, подставим выраже-

ние

u(t) =−
r

∑
i=1

hi (z(t))Fix̂(t)

в равенство ẋ(t) =
r
∑

i=1
hi (z(t)) (Ai x(t) + Bi u(t)). Тогда получим:

ẋ(t) =
r

∑
i=1

r

∑
j=1

hi (z(t))h j (z(t))
(
Ai−BiFj

)
(6)
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Это означает, что система ẋ(t)=
r
∑

i=1
hi (z(t)) (Ai x(t) + Bi u(t)) асимптотически устой-

чива, если существует положительно определенная матрица V такая, что
(
Ai−BiFj

)T P+
P
(
Ai−BiFj

)
< 0 для всех i, j = 1, 2, . . . , r.

Это условие можно записать в более удобной форме. Собирая в правой части
выражения (6) вместе члены с одинаковыми индексами и обозначая Gii = Ai−BiFi,
Gi j = Ai−BiFj, получим:

ẋ(t) =
r

∑
i=1

hi (z(t))hi (z(t))Giix(t)+2
r

∑
i=1

∑
i< j

hi (z(t))h j (z(t))
(

1
2
(Gi j + G j i)

)
x(t) .

Таким образом, положение равновесия системы (6) глобально асимптотически
устойчиво, если существует общая положительно определенная матрица такая, что
одновременно выполняются условия

GT
ii P + PGii < 0 и

(1
2(Gi j + G ji)

)T
P + P

(1
2(Gi j + G ji)

)
< 0

для всех i < j . В частности, если B1 = B2 = . . .= Br , то второе условие становится
следствием первого: если найдется матрица B - общая для всех слагаемых в системе
(6), то для устойчивости достаточно существования такой положительно определен-
ной матрицы , что GT

ii P + PGii < 0 .
В случае, когда исходные переменные z(t) оцениваются нечетким наблюдателем,

z(t) 6= ẑ(t), и мы должны писать wi (ẑ(t)) вместо wi (z(t)). Тогда нечеткий наблюдатель
вместо

ˆ̇x(t) =−
r

∑
i=1

hi (z(t))(Aix̂(t)+Biu(t)+Ki (y(t)− ŷ(t))), ŷ(t) =
r

∑
i=1

hi (z(t))Cix̂(t)

будет иметь вид:

ˆ̇x(t) =−
r

∑
i=1

hi (ẑ(t))(Aix̂(t)+Biu(t)+Ki (y(t)− ŷ(t))), ŷ(t) =
r

∑
i=1

hi (ẑ(t))Cix̂(t).

Соответственно нечеткий регулятор запишется в виде

u(t) =−
r

∑
i=1

hi (z(t))Fix̂(t)

Для получения условий устойчивости снова подставим u(t) в выражение для ẋ(t)
и соберем в правой части слагаемые с индексами i j j вместе. Получим:

·
x(t) =

r
∑

i=1

r
∑
j=1

r
∑

k=1
hi (z(t))h j (ẑ(t))hk (ẑ(t))Gi jkx(t)+

=
r
∑

i=1

r
∑
j=1

hi (z(t))h j (ẑ(t))h j (ẑ(t))Gi j jx(t)+

+2
r
∑

i=1

r
∑
j<k

hi (z(t))h j (ẑ(t))hk (ẑ(t))
(1

2

(
Gi jk +Gik j

))
x(t) .
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Следовательно, положение равновесия системы

·
x(t) =

r

∑
i=1

r

∑
j=1

r

∑
k=1

hi (z(t))h j (ẑ(t))hk (ẑ(t))Gi jkx(t)

глобально асимптотически устойчиво, если существует такая общая положитель-
но определенная матрица , что одновременно выполняются условия GT

i j jP + PGi j j < 0

и
(1

2(Gi jk + Gik j)
)T

P + P
(1

2(Gi jk + Gik j)
)
< 0 для всех i, j < k.

Замечание. Недостатком рассмотренных условий устойчивости является то, что
они не используют входящие в исходную систему функции hi (t). Для того чтобы ис-
пользовать эти функции, рассмотрим вместо квадратичной функции Ляпунова нечет-

кую функцию Ляпунова. Эта функция имеет вид V (x(t)) =
r
∑

i=1
hi (z(t))xT (t)Pix(t) [6].

Применим нечеткую функцию Ляпунова для нахождения условий устойчивости
системы (3) при наличии регулятора (4). В прежних обозначениях (G jk = A j−B jFk)
получаем следующее утверждение.

Теорема. Пусть все hi (t) ограничены:
∣∣ḣi (t)

∣∣ ≤ δi для всех i, а δi – заданные
положительные числа; и пусть все матрицы Pi, входящие в локальные квад-
ратичные функции Ляпунова xT (t)Pix(t) , пропорциональны: Pj = γi jPi для всех
i, j = 1, . . . , r и γi j > 0 для i 6= j, γi j = 1, для i = j. Тогда система (3) стабилизиру-
ется посредством нечеткого регулятора (4), если найдутся такие положительно

определенные матрицы Pi и матрицы Fi, что
r
∑

k=1
δkPk +

(
GT

j jPi +PiG j j

)
< 0, i, j =

1, . . . , r и
(1

2

(
G jk +Gk j

))T
Pi +Pi

(1
2

(
G jk +Gk j

))
< 0 для всех i, j, k = 1, . . . , r таких,

что j < k.
При доказательстве теоремы ограниченность ḣi (t) используется для оценки про-

изводной V̇ (x(t)), а пропорциональность матриц Pi позволяет собрать подобные члены
в выражении для правой части V̇ (x(t)).
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