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Ñî âðåìåí Ãóêà òåîðèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ òâåðäîãî òåëà áàçèðóåòñÿ íà ëèíåéíîé àíà-
ëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé îò äåôîðìàöèé, îäíàêî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ïðèðîäíûõ è êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñâÿçü ìåæäó íà-
ïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè îêàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçîòðîï-
íîãî íåëèíåéíî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà, â êîòîðîé èçâåñòíûé çàêîí Ãóêà ñîñòàâëÿåò ëèøü
ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ áîëåå ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîçâîëÿåò èçó÷àòü êà÷åñòâåííûå îñîáåí-
íîñòè âîçíèêíîâåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ äåôîðìàöèé � óäàðíûõ
âîëí. Ïðè ýòîì ïðîöåññû èçìåíåíèÿ ôîðìû è îáúåìà îêàçûâàþòñÿ âçàèìîçàâèñèìûìè, à
ðàçðûâû äåôîðìàöèé � êîìáèíèðîâàííûìè [1, 2]. Åñëè îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî ñðåäå ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé, ìàòåðèàë
ìîæíî ñ÷èòàòü íåñæèìàåìûì [3], ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò àíàëèç. Íî è â ýòîì ñëó÷àå
âîçíèêàþùèå â ñðåäå ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ äåôîðìàöèé èìåþò ñâîéñòâà, íå îòìå÷àåìûå
ëèíåéíîé òåîðèåé.

Основные модельные соотношения несжимаемой нелинейно-упру-
гой среды

Ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòåðèàë â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ ñîõðàíÿåò ñâîé îáúåì è äîïóñêàåò
òîëüêî äåôîðìàöèè èçìåíåíèÿ ôîðìû. Ìîäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ çàïèøåì â ïðÿìîóãîëü-
íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, èñïîëüçóÿ ýéëåðîâ ñïîñîá îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîø-
íîé ñðåäû è ïðåäïîëàãàÿ îòñóòñòâèå ìàññîâûõ ñèë:

σij = −Pδij +
∂W

∂αik
(δkj − 2αkj), σij,j =ρ(v̇i + vjvi,j),

2αij = ui,j + uj,i − uk,iuk,j, υi = u̇i + υjui,j.

(1)

Çäåñü ui, υi � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷åê ñðå-
äû; αij, σij � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äåôîðìàöèé Àëüìàíñè è íàïðÿæåíèé Ýéëåðà-Êîøè
ñîîòâåòñòâåííî; P � äîáàâî÷íîå äàâëåíèå; δij � ñèìâîë Êðîíåêêåðà; èíäåêñîì ïîñëå çà-
ïÿòîé îáîçíà÷åíà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé (ui,j =
∂ui/∂xj), òî÷êîé � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t. Óïðóãèé ïîòåíöèàë W � ýìïèðè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ, çàìûêàþùàÿ ñèñòåìó ìîäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé (1). Â êà÷åñòâå
óïðóãîãî ïîòåíöèàëà W=W (αij) ïðèíèìàåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè äëÿ óïðóãîé ñðåäû [1, 2]. Â ýòîì ñëó÷àå äåôîð-
ìèðîâàíèå îêàçûâàåòñÿ èçýíòðîïè÷åñêèì âñþäó â ñðåäå, ãäå äåôîðìàöèè íåïðåðûâíû, è
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñêà÷êîì òîëüêî íà ïîâåðõíîñòÿõ
ðàçðûâîâ äåôîðìàöèé. Ïîëàãàÿ óïðóãóþ ñðåäó èçîòðîïíîé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñþäó, ãäå
äåôîðìàöèè íåïðåðûâíû, ôóíêöèþ W ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà â îêðåñòíîñòè
ñâîáîäíîãî ñîñòîÿíèÿ:

W (αij) = (a− µ)I1 + aI2 + bI2
1 − ζI1I2 − θI3

1 + cI4
1 + dI2

2 + χI2
1I2 + . . . ,

I1 = αii, I2 = αijαji.
(2)
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Ïîñêîëüêó â íåñæèìàåìîé ñðåäå âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà I1<0 è I2>0, òî
çíàêè ïåðåä ñëàãàåìûìè ôóíêöèè (2) ðàññòàâëåíû òàê, ÷òîáû âñå ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà
µ, a, b, ζ, θ è ò.ä. áûëè ïîëîæèòåëüíûìè. Êîýôôèöèåíò µ ñëåäóåò îòîæäåñòâëÿòü ñ ìîäóëåì
ñäâèãà óïðóãîé ñðåäû, äðóãèå ïîñòîÿííûå ÿâëÿþòñÿ óïðóãèìè ìîäóëÿìè áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà.

Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü (2) â ôîðìóëå Ìóðíàãàíà (ïåðâîì ñîîòíîøåíèè ñèñòåìû (1)),
ïîëó÷àåì íåëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè

σij=− Pδij+2

{
µ−(ζ + 2b)uk,k+

ζ + 2b

2
dkk+(ζ + 2d)eksesk

}
eij−

−{µ−(ζ+2b)uk,k} dij−4(a−ζuk,k)eisesj+2a(dikekj+eikdkj)+ . . . ,

eij =
1

2
(ui,j + uj,i), dij = uk,iuk,j,

êîòîðàÿ â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ òî÷åê ñðåäû (ui=ui(x1, t)) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü
êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ÷åðåç êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé:

σ11 = −P −
∞∑
k=1

βkm
k, σi1 = ui,1

∞∑
k=0

γkm
k (i = 2, 3),

m = u2
2,1 + u2

3,1.

(3)

Êîýôôèöèåíòû γk, βk â (3) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ óïðóãèìè ïîñòîÿííûìè ñðåäû (γ0 =
µ, γ1 = a+ b+ d+ ζ, . . . ; β1 = µ+ a, . . . ). Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (âòîðîå ðàâåíñòâî ñèñòåìû
(1)) â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

P,1−
∞∑
k=1

2kβkm
2k−1m,1 = 0, σi1,1 = ρüi (i = 2, 3). (4)

Возможные плоскости разрывов деформаций – ударные волны

Îáîáùåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ìîäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé (1)-(2) ìîæåò èìåòü ñèëüíûé ðàç-
ðûâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðîé äâèæóùåéñÿ ïîâåðõíîñòè Σ(t). Âîçìîæíûå ñêà÷êè äåôîð-
ìàöèé íà òàêîé ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî ñâÿçàòü äèíàìè÷åñêèìè óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè
ðàçðûâîâ

[ρ(υjνj −G)] = 0, [σij]νj = ρ+(υ+
j νj −G)[υi],

σ+
ij [υi]νj = ρ+(υ+

j νj −G)

(
[υi][υi]

2
+ [e]

)
− [qj]νj,

(5)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè. Â (5)
êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åí ñêà÷îê ðàçðûâíîé ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè Σ(t): [f ] =
f+ − f−, ãäå f+ � çíà÷åíèå ðàçðûâíîé âåëè÷èíû ïåðåä Σ(t), f− � ñðàçó çà Σ(t); νj �
êîìïîíåíòû åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ Σ(t), íàïðàâëåííîé â ñòîðîíó åå
ïðîäâèæåíèÿ; G � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ Σ(t); qj � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîòîêà òåïëà;
e � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè.

Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ òî÷åê ñðåäû àíàëèç ñîîòíîøåíèé (5) ïîçâîëÿåò ñäå-
ëàòü âûâîäû î õàðàêòåðå âîçìîæíûõ ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ ðàçðûâîâ ñ äîñòàòî÷íî ÿñíûì
ìåõàíè÷åñêèì ñìûñëîì. Ïðèâëåêàÿ êèíåìàòè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíî-
ñòè ðàçðûâîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà [4], èç (5) äëÿ îäíîìåðíûõ ïëîñêèõ óäàðíûõ âîëí â íåñæè-
ìàåìîé óïðóãîé ñðåäå ìîæíî ïîëó÷èòü:

[σi1] = −ρG[υi], [υi] = −Gτi, τi = [ui,1] (i = 2, 3),

[σ11] = 0, [υ1] = 0.
(6)
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Ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (6) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî çàâèñèìîñòåé (3) ïðèâîäèò ê ñîîò-
íîøåíèÿì

τi

∞∑
k=0

γk(m
+)k + (u+

i,1 − τi)[m]
∞∑
k=1

γk

k∑
j=1

(−1)j−1Cj
k(m

+)k−j[m]j−1 =ρG2τi (i = 2, 3). (7)

Ïðè èçâåñòíîì äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïåðåä ïëîñêîñòüþ ðàçðûâîâ Σ(t) ñîîòíî-
øåíèÿ (7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ íåèçâåñòíûõ
τ2, τ3, G. Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (ïðè i = 2) íà τ3, à âòîðîå (i = 3) íà τ2, âû÷èòàåì
îäíî èç äðóãîãî è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì óñëîâèå íà äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïåðåä
è ñðàçó çà âîëíîé Σ(t): {

τ3(u+
2,1 − τ2)− τ2(u+

3,1 − τ3)
}

[m] = 0. (8)

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (8), êîòîðîå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ðàçðû-
âîâ τ2 è τ3, âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ. Âî-ïåðâûõ, ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (8) ìîæåò
îáðàùàòüñÿ â íîëü ïðè [m] 6=0, êîãäà

u+
3,1

u+
2,1

=
u−3,1
u−2,1

=
τ3

τ2

. (9)

Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ударной волне нагрузки, êîòîðàÿ ìîæåò èçìåíèòü òîëüêî èí-
òåíñèâíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà m+ áåç èçìåíåíèÿ åãî íàïðàâëåííîñòè. Ïëîñêîñòü
ïîëÿðèçàöèè òàêîé âîëíû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûìè äåôîðìàöèÿìè â
ñðåäå è íå çàâèñèò îò õàðàêòåðà óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñêîðîñòü åå
ðàñïðîñòðàíåíèÿ, âû÷èñëåííàÿ èç (7), âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñêà÷êè äåôîðìàöèé:

G1=

{
ρ−1

∞∑
k=0

γk(m
+)k+ρ−1

u+
2,1−τ2

τ2

[m]
∞∑
k=0

γk

k∑
j=1

(−1)jCj
k(m

+)k−j[m]j−1

}1/2

. (10)

Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) ñâÿçàíà ñ ðàâåíñòâîì [m] = 0. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà íà òàêîé ïëîñêîñòè ðàçðûâîâ äåôîð-
ìàöèé íåèçìåííà, ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿåòñÿ òîëüêî åãî íàïðàâëåííîñòü. Äàííóþ ïëîñêîñòü
ðàçðûâîâ íàçûâàþò ударной волной круговой поляризации [5]. Ñêîðîñòü åå ïðîäâèæåíèÿ,
ïîëó÷åííàÿ èç (7), ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûìè äåôîðìàöèÿìè:

G2 =

{
ρ−1

∞∑
k=0

γk(m
+)k

}1/2

. (11)

Ñðàâíåíèå (10) è (11) ïîçâîëÿåò ñëåäàòü âûâîä, ÷òî G1 âñåãäà áîëüøå G2. Óäàðíàÿ
âîëíà êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ èçýíòðîïè÷åñêîé. Íàïðàâëåííîñòü ñäâèãîâûõ äå-
ôîðìàöèé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç äàííóþ ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ îðèåíòèðóåòñÿ â çàâèñèìîñòè
îò ïðîèçâîäèìîãî óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè òåëà.

Êðîìå óñëîâèÿ (8) ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé â ðàçðûâàõ (7), â óïðóãîé ñðåäå
èìååò ìåñòî äðóãîå îãðàíè÷åíèå íà ñóùåñòâîâàíèå óäàðíîé âîëíû � òåðìîäèíàìè÷åñêîå
óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ [2]. Â ðàññìàòðèâàåìîì àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè äëÿ
óïðóãîé ñðåäû ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöè-
åé, êîòîðàÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñêà÷êîì òîëüêî íà óäàðíûõ âîëíàõ. Òðåáîâàíèå åå íåóáû-
âàíèÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïëîñêîñòü ðàçðûâîâ â íàøåì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó

∞∑
k=2

2k∑
j=3

(
j

3
− 1

)
2k!(−1)j

j!(2k − j)!
(u+

2,1)2k−jτ j2 ≥ 0, (12)
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åñëè ïîâåðíóòü ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
u+

2,1 6= 0, u+
3,1 = 0 (è, ñîãëàñíî (9), τ2 6= 0 è τ3 = 0).

Íåðàâåíñòâî (12) çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ïåðåä ïëîñêîñòüþ ðàçðûâîâ ñðåäà íåäå-
ôîðìèðîâàíà. Êîãäà ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè ïåðåä Σ(t) ïðèñóòñòâóþò, òî äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ (12) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå u+

2,1τ2 ≤ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíû
òîëüêî óäàðíûå âîëíû, ïðèâîäÿùèå ê ðàçâèòèþ èìåþùèõñÿ â ñðåäå ñäâèãîâûõ äåôîðìà-
öèé. Óäàðíûå âîëíû ñäâèãîâîé ðàçãðóçêè òåðìîäèíàìè÷åñêè íåâîçìîæíû. Òàêîå óñëîâèå
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Öåìïëåíà, íå äîïóñêàþùåé â ãàçîâîé äèíàìèêå ñóùåñòâîâà-
íèÿ óäàðíûõ âîëí ðàñøèðåíèÿ.

Îòñóòñòâèå ñêà÷êà íàïðÿæåíèé σ11 â ðàâåíñòâàõ (6) ñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçðûâà
äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P . Èç óñëîâèÿ [σ11] = 0 ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâîé
ðàçðûâ [P ] âîçìîæåí òîëüêî íà ïëîñêîïîëÿðèçîâàííîé âîëíå íàãðóçêè, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ (10). Íà óäàðíîé âîëíå êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè ñêà÷îê ôóíêöèè P
íåâîçìîæåí.

Çíàíèå õàðàêòåðà è îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìîæíûõ ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ
ðàçðûâîâ â íåñæèìàåìîé íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäå íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-
äà÷ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò åùå íà ñòàäèè èõ ïîñòàíîâêè
ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèÿ î âîëíîâîé êàðòèíå, âîçíèêàþùåé ïðè òîì èëè èíîì ãðàíè÷íîì
âîçäåéñòâèè. Â [6] ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ïëîñêèõ
âîëí íàãðóçêè ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå, îñíîâàííîå íà
ïðèâåäåííîì âûøå òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå ñâîéñòâ îäíîìåðíûõ óäàðíûõ âîëí.
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About the regularities of propagation of shift deformations in
incompressible nonlinear-elastic media

Dudko O.V., Lapteva A.A.

Institute of Automation and Control Processes FEBRAS, Russia

The relationship between stress and strain is nonlinear for the overwhelming majority of
natural and structural materials. This fact is most evident in intensive dynamic deformation of
solids and is expressed in the appearance of surfaces of strong breaks � shock waves. In general,
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the processes of change in the shape and volume are interdependent, and breaks strains are
combined. In the paper the results of a study of ways to propagation of shear deformations in
the nonlinear elastic media, which does not allow the volume change, are presented. In the case
of �at surfaces of breaks the conditions of occurrence of the two types of shear shock waves
(wave of shear load and circularly polarized wave) are indicated, their velocities are calculated,
the regularities of changes in the parameters of stress-strain state in the transition of the wave
surface are described.
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